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Введение 
 

Цель данного пособия помочь студенту самостоятельно подготовиться к выполне-
нию контрольных работ. При написании пособия авторы не ставили своей целью дать 
систематическое изложение теоретического материала. Перед каждой рассматриваемой 
задачей дается тот теоретический материал, который необходим для ее решения. Если 
студент ранее овладел необходимым теоретическим материалом, то вводную часть каж-
дой задачи он может опустить и перейти непосредственно к решению задачи. Необходимо 
отметить, что приведенный теоретический материал достаточно полно охватывает курс 
указанного предмета. Авторы надеются, что пособие будет полезно студентам в овладе-
нии методами решения основных задач курса теории вероятностей и математической ста-
тистики. 
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Глава 1. Случайные события и их вероятности 
 

§1. События. Действия с событиями 
Определение. Элементарным событием называется простейший неделимый ис-

ход некоторого опыта. 
Элементарные исходы будем обозначать символом ω . 
Определение. Пространством элементарных исходов называется множество всех 

элементарных исходов, которое будем обозначать символом Ω . 
Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 1. Описать пространство элементарных исходов при подбрасывании моне-

ты. 
 Решение. Очевидно, что при подбрасывании монеты возможны два элементар-

ных исхода: 
1ω  — появление «герба»; 

2ω  — появление «решки». 
Таким образом, пространство элементарных исходов содержит два элемента 

{ }21 ,ωω=Ω .  
Пример 2. Описать пространство элементарных исходов при подбрасывании иг-

рального кубика. 
 Решение. Очевидно, что при подбрасывании игрального кубика элементарными 

исходами является число, выпавших очков, т.е. 
iω  — выпало ровно i  очков;   654321 ,,,,,i = . 

Таким образом, пространство элементарных исходов содержит шесть элементов 
{ }654321 , ωωωωωω ,,,,=Ω  или { }65432,1 ,,,,=Ω .  

Пример 3. На отрезке  случайным образом отмечается точка. Описать про-
странство элементарных исходов. 

[ 1,0 ]

 Решение. В этом случае результатом является координата x , удовлетворяющая 
условию . Очевидно, что координата 10 ≤≤ x x  меняется непрерывно, пространство эле-
ментарных исходов имеет вид 

{ }10 ≤≤=Ω x,x . 
Пространство элементарных исходов имеет бесконечно много элементов.  

Определение. Событие называется достоверным, если в результате опыта оно не-
пременно должно произойти. 

Достоверное событие обозначают символом Ω , так как оно состоит из тех же эле-
ментарных исходов, что и пространство элементарных исходов. Событие, состоящее в по-
явлении менее 7 очков при бросании игрального кубика, является достоверным. 

Определение. Событие называется невозможным, если в результате опыта оно не 
может произойти. 

Невозможное событие обозначают символом ∅ . Событие, состоящее в появлении 
7 очков при бросании игрального кубика, является невозможным. 

Определение. События  называют несовместными, если при наступ-
лении одного из событий, остальные 

nH,...,H,H 21

1−n  события в данном испытании наступить уже не 
могут. 

Так, например, если при бросании игральной кости выпала грань «2», то это озна-
чает, что при том же бросании не могла появиться грань «4». 
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Определение. События  образуют полную группу событий, если в 
результате опыта, одно из событий обязательно происходит. 

nH,...,H,H 21

Например, при однократном бросании игральной кости полная группа попарно не-
совместимых событий состоит из событий 

621 H,...,H,H , 
которые состоят соответственно в выпадении 1,2,3,4,5,6 очков соответственно. 

Наряду с элементарными событиями будем рассматривать случайные события. 
Определение. Случайным событием  (или просто событием ) называется 

любое подмножество множества 
A A

Ω . 
Определение. Элементарные события, принадлежащие подмножеству , называ-

ются благоприятствующими событию . 
A

A
Рассмотрим основные операции над событиями; они полностью соответствуют ос-

новным операциям над множествами. 
Определение. Суммой событий A  и B  называется событие BABAС +== ∪ , со-

стоящее в наступлении хотя бы одного из событий  или A B . 
Элементарными исходами суммы событий BA+  являются элементарные исходы, 

принадлежащие хотя бы одному из событий  и A B . 
Определение. Произведением событий  и A B  называется событие 

, состоящее в совместном (одновременном) наступлении этих событий. ABBAС == ∩
Элементарными исходами произведения событий AB  являются те элементарные 

исходы, которые одновременно принадлежат событиям A  и B . 
Определение. Разностью событий  и A B  называется событие BAB\AС −== , 

состоящее в том, что событие  произошло, а событие A B  не произошло. 
Элементарными исходами разности событий A являются те элементарные исхо-

ды события A , оторые не принадлежат событию 
B\  

к B . 
Определение. Событие, состоящее в том, что событие  не происходит, называет-

ся противоположным событию 
A

A  и обозначается A . 
Элементарными исходами противоположного события A  являются те элементар-

ные исходы, которые не принадлежат событию . A
Определение. Событие  влечет событие  (  является подмножеством множе-

ства 
A B A

B ), если из того, что происходит событие , следует, что происходит событие A B ; 
записывают . BA ⊆

Определение. Если одновременно  и , то в этом случае события  и BA ⊆ AB ⊆ A
B  называют равносильными, при этом пишут BA = . 

Пример 4. Если  — событие, состоящее в том, что взятое наудачу изделие перво-
го сорта, а  — изделие качественное (не брак), то в том событие  влечет событие : 

. 

A
B A B

BA ⊆
 
Свойства операций над событиями: 
 AB , ABBA ∪∪ = BA ∩∩ =  (коммутативность); 
 ( ) ( ) ( )CBCACBA ∩∪∩∩∪ = , ( ) ( ) (CACBA ∪∩∪∪∩ )CB=  (дистрибутив-
ность); 

 )CB , ( ) (AСBA ∪∪∪∪ = ( ) ( )CBAСBA ∩∩∩∩ =  (ассоциативность); 
 AA , AA ; A =∪ A =∩
 Ω=Ω∪ , A ; A A =Ω∩
 Ω=AA∪ , ∅=AA∩ ; 

 Ω=∅ , ∅=Ω , AA = ; 
 BAB\A ∩= ; 
 BABA ∩∪ = , BABA ∪∩ =  (законы де Моргана). 

 5



 

§2. Общее определение и свойства вероятности 
 
Определение. Вероятностью ( )AP  события  называется функция, определенная 

на пространстве элементарных исходов и удовлетворяющая трем условиям: 
A

 Для каждого события A  
( ) 0≥AP  (условие неотрицательности); 

 Для достоверного события Ω  
( ) 1=ΩP  (условие нормировки); 

 Если ∅=C , то B ∩
( ) ( ) (CPBPCBP +=∪ )  (теорема сложения для несовместных событий). 

 
Свойства вероятности: 
1. Вероятность события A , противоположного событию A , равна 
( ) ( )APAP −= 1 . 

Доказательство. Используем очевидное свойство суммы противоположных собы-
тий  Ω=AA∪ . Тогда, используя условие нормировки и теорему сложения для несовме-
стных событий, получим: 

( ) ( ) ( ) ( )APAPAAPP +==Ω= ∪1 , 
Из двух последнего равенства следует, что 
( ) ( )APAP −= 1 .  

 
2. Вероятность невозможного события равна нулю, т.е. 
( ) 0=∅P . 

Доказательство. Используем очевидное свойство ∅+Ω=Ω  и теорему сложения 
для несовместных событий, получим: 

( ) ( ) ( ) ( )∅+Ω=∅+Ω=Ω PPPP , 
откуда и следует данное свойство.  
 

3. Если событие A  влечёт за собой событие B  ( )BA ⊆ , то 
( ) ( )BPAP ≤ . 

Доказательство. Представим событие B  в виде суммы двух несовместных собы-
тий BAAB += , ( ) ∅=BAA ∩∩ . 

Используя теорему сложения для несовместных событий, получим: 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )APBAPAPBAAPBP ≥+== ∩∪ .  

 
4. Для каждого события A , справедливо неравенство 

( ) 10 ≤≤ AP . 
Доказательство. Данное свойство следует из условий нормировки и теоремы сло-

жения для несовместных событий.  
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ГЛАВА 2. Классическая и геометрическая вероятности 
 

§1. Классическое определение вероятности 
 

Вернемся к монете. Пространство элементных исходов  содержит два элемен-
тарных исхода: 

Ω

1ω  — появление «герба»; 

2ω  — появление «решки». 
В силу того, что монета симметрична, нельзя предпочесть «герб» «решке» (или на-

оборот). Следовательно, обоим элементарным исходам необходимо сопоставить одинако-
вую вероятность ( ) ( 21 )ωω PP = . Далее очевидно, что  

)()()()(1 2121 ωωωω PPPP +=+=Ω= . 
Откуда получаем: 

( ) ( )
2
1

21 == ωω PP . 

Рассмотрим общий случай. Пусть пространство Ω  состоит из  всевозможных 
равнозначных исходов 

n

n, ωω …1 . Теперь каждому элементарному исходу ),1( niiω =  поста-

вим в соответствие вероятность ( )
n

P i
1

=ω . 

Далее рассмотрим некоторое событие , которому соответствует ровно  (благо-
приятных) элементарных исходов 

A m
ω . 

Положим  

( )
n
mAP = . (2.1.1) 

Таким образом, в классической схеме вероятность любого события A  определяется 
как отношение числа  благоприятных для события  элементарных исходов к общему 
числу элементарных исходов . 

m A
n

Пример 1. В урне находятся  белых и  черных шаров. Из урны вынимают нау-
гад один шар. Найти вероятность того, что этот шар белый (событие 

a b
A ). 

 Решение. Число всевозможных исходов равно 
ban += . 

Число благоприятных исходов равно 
am = . 

Таким образом, используя классическое определение вероятности, получаем 

( )
ba

a
n
mAP

+
== .  

 
Пример 2.  Имеются две урны: в первой –  белых  и b  черных шаров; во второй – 

 белых и  черных шаров. Из каждой урны вынимается по шару. Найти вероятность то-
го, что оба шара будут белыми (событие А). 

a
c d

 Решение. Каждый  шар из первой урны может комбинировать с каждым шаром 
из второй урны. Следовательно, число всевозможных исходов: 

( )( dcban )++= . 
Аналогично, число благоприятных исходов: 

cam = . 
Следовательно, используя классическое определение вероятности, получаем: 
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( ) ( )( )dcba
acAP

++
= .  

 
Пример 3. Из колоды карт (36 листов) наудачу выбирается одна карта. Определить 

вероятность того, что она окажется тузом (событие А). 
 Решение.  Число всевозможных исходов равно: 

36=n . 
Число благоприятных исходов равно числу тузов, т.е. 

4=m . 
Таким образом, используя классическое определение вероятности, получаем: 

( )
9
1

==
n
mAP .  

 

§2. Применение комбинаторного анализа 
 
Теорема. Из  элементов  и n  элементо nb,  можно образов  

mn  
m  в ать

пар
ma,,a …1  ,b …1

 ( )jia b, . 
Доказательство. Составим из этих пар прямоугольную таблицу, состоящую из  

строк и  столбцов, так, чтобы пара  стояла на пересечении i-ой строки и j-го 
столбца. В этом случае каждая пара появляется один и только один раз. Число элементов 
такой таблицы равно .  

m
n ),( ji ba

mn
Пример 4. Найти число всевозможных исходов при бросании двух игральных кос-

тей.  
 Решение. Очевидно, что каждый элемент пары принимает шесть значений. Сле-

довательно, существует  возможных комбинаций.  3666 =⋅
 
Определение. Перестановкой из  различных элементов называется любой упо-

рядоченный набор этих элементов. 
n

Теорема.  Число различных перестановок из  различных элементов вычисляется 
по формуле: 

n

!nPn = . (2.2.1) 
Доказательство.  Первый элемент можно выбрать  способами, второй элемент 

можно выбрать 
n

1−n  способами (т.к. один элемент уже выбран), третий —  способа-
ми и т.д. В итоге получим: 

2−n

( ) n!121 =⋅⋅⋅−⋅= …nnPn .  
 
Определение. Размещением из  различных элементов по  называется любой 

упорядоченный набор из  элементов, выбранных из общей совокупности  n  элемен-
n m

m в
тов. 

рема. Число различных размещений из элементов по вычисляется по 
формуле: 

Тео n  m  

( ) ( ) ( )!mn
nnAn −

1 … !nmnm =+−⋅⋅−⋅= 1 . (2.2.2) 

оказательство. Данная теорема доказывается аналогично предыдущей теореме. 

упоряд об ентов. 
Теорема. Число сочетаний из элементов по вычисляется по формуле:  

Д
 
Определение. Сочетанием из n  различных элементов по m  называется любой не-
оченный набор из m  элементов выбранных из щей совокупности в n  элем, 

 n   m  
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( )!m!mn
n!С m

n −
= . (2.2.3) 

Доказательство.  Число сочетаний отличается от числа размещений только тем, 
что входящие в него элементы неупорядочены;  различных элементов можно упорядо-
чить  способами. Следовательно, каждому размещению  соответствует  сочетаний. 
Отсюда: 

m
!m !m

!mСA m
n

m
n =  или ( ) !m!mn

!n
!m

A
С

m
nm

n −
== .  

 
Способ выбора, приводящий к перестановкам, размещениям и сочетаниям, называ-

ется выборкой без возвращения. 
Рассмотрим выборку с возвращением. В этом случае каждый взятый элемент из 

общей совокупности возвращается обратно. Таким образом, один и тот же элемент может 
быть выбран несколько раз. 

Теорема. Число выборок  элементов с возвращением из  различных элементов 
равно . 

k n
kn
Доказательство.  Первый элемент может быть выбран  способами, второй также 

 способами и т.д. В итоге 
n

n
k

k

nnnn =⋅⋅⋅ �
�	� … .  

 
Пример 5. (Гипергеометрическое распределение). Предположим, что имеются  

шаров:  красных и  черных. Случайным образом выбираются 
n

1n 12 nnn −= r  шаров. Найти 
вероятность того, что выбранная группа будет содержать ровно  красных и 1k 1k2 rk −=  

черных шаров (событие А). 
 Решение.  Число способов, которыми можно выбрать,  красных шаров из  

шаров ровно . Аналогично, число способов, которыми можно выбрать  черных ша-

ров из  равно . Так как любой выбор красных шаров может комбинировать 
(составлять пару) с любым выбором черных шаров, имеем число благоприятных исходов, 
равное . 

1k 1n
1

1

k
nС

1

1

k
n

−
−

2k

2n

1

1

k
nС

1

1

2

2

kr
nn

k
n СС −

−=

r
nС

Число всевозможных исходов равно . r
nС

Используя классическое определение вероятности, получаем: 

( ) r
n

kr
nn

k
n

С
СС

AP
1

1

1

1

−
−= .  

 
Теорема. Пусть  — целые числа, такие, что krr ,,1 … nrrr k =+++ …21

k
. Число спо-

собов, которыми множество из  элементов можно разделить на  упорядоченных под-
множеств, из которых первое подмножество содержит  элементов, второе – элементов 
и т.д., равно 

n
1r 2r

!r!r!r
!n

k…21

. (2.2.4) 

Доказательство. Прежде чем доказывать теорему, заметим, что порядок подмно-
жеств существенен в том смысле, что ( )32 21 == r,r  и ( )23 21 == r,r  представляет собой 
разные разбиения; однако, порядок элементов внутри групп игнорируется.  

Перейдем к доказательству теоремы. Сначала необходимо выбрать  элементов из 
; из оставшихся  необходимо выбрать  элементов и т.д. Получаем: 

1r
n 1rn − 2r
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( )
( )
( )

( )
( ) !r!!rr

n!
!rrn!r
!rrn

!rrn!r
!rn

!rn!r
n!CCC

kkk

kr
r...rn

r
rn

r
n

k

k ⋅⋅
=

−−−
−−−

−−
−

−
=⋅⋅ −

−−−− − ……
………

211

11

212

1

11
11

2

1

1 .  

 
Пример 6. Колода карт (52 листа) делится поровну между четырьмя игроками. 

Найти вероятность того, что каждый игрок имеет туза (событие А). 
 Решение. Используя (2.2.4), найдем число всевозможных исходов: 

( )413!
52!

3!13!13!13!1
52!

==n . 

Найдем число благоприятных исходов. Четыре туза можно упорядочить  спосо-
бами, и каждый порядок представляет одну возможность получения одного туза каждым 

игроком. Оставшиеся 48 карт, согласно (2.2.4), можно распределить 

!4

( )412!
48!

2!
=

12!12!12!1
48!  

способами. Таким образом, число благоприятных исходов равно 
( )412!

48!4!=m . 

Следовательно, искомая вероятность равна 

( )
( ) ( )

1050
13!
52!:

12!
48!4! 44 ,AP ≈= .  

 
Пример 7. Из полной колоды карт (52 листа) вынимаются сразу несколько карт. 

Какое минимальное число кар нужно вынуть, чтобы с вероятностью, большей чем , 
можно было утверждать, что среди них будут карты одной масти. 

50,

 Решение. Рассмотрим события  — среди вынутых карт есть хотя бы две кар-
ты одной масти. Пусть . В этом случае число всевозможных исходов равно . 
Число благоприятных исходов получаем следующим образом: выбираем масть (4 спосо-
ба), затем две карты этой масти 

kA
2=k 2

52Сn =

( )2
13C , т.е. . 2

134Cm =
Следовательно, используя классическое определение вероятности, получаем: 

( ) 50
51
124

2
52

2
13

2 ,
С
C

AP <== . 

Пусть . В этом случае число всевозможных исходов равно . Число бла-
гоприятных исходов получаем следующим образом: у нас либо две карты одной масти, 
либо три карты одной масти, т.е. 

3=k 3
52Сn =

2
13

1
39

2
13 44 CССm += . 

Следовательно, используя классическое определение вероятности, получаем: 

( ) 506020
44

3
52

2
13

1
39

2
13

3 ,,
С

CСС
AP >=

+
= . 

Таким образом, необходимо вынуть три карты.  
 

§3. Геометрическое определение вероятности 
 

Пусть теперь рассматривается непрерывная вероятностная схема, т.е. пространство 
элементарных исходов представляет собой некоторую ограниченную область (отрезок, 
круг, шар и т.д.) k-мерного пространства (прямой, плоскости, трёхмерного пространства и 
т.д.). В непрерывном случае число элементарных исходов бесконечно, следовательно, при 
использовании принципа равновероятности каждому элементарному исходу можно при-
писать только нулевую вероятность. Поэтому подойдём к определению геометрической 
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вероятности по-другому. Рассмотрим сначала отрезок [ ]1,0  и предположим, что идеальная 
частица равномерно бросается на данный отрезок. Каждому интервалу ( )  ( )b,a 10 ≤<≤ ba  
поставим в соответствие вероятность попадания частицы на этот интервал, равную его 
длине: ( ) abbaP −=, . 

В общем случае геометрическая вероятность определяется аналогично. Пусть Ω - 
некоторая область, имеющая меру ( )Ωmes  (длину, площадь, объём и т.д.) такую, что 

. Пусть внутри области ( ) ∞<Ω< mes0 Ω  находится область . A
Определение. Геометрической вероятностью называют отношение меры области 

 к мере области : A Ω

( ) ( )
( )Ω=

mes
AmesAP . 

Пример 8. (Задача о встрече.) Два лица  и A B  договорились встретиться в опре-
делённом месте между 12 часами и часом. Пришедший первый ждёт другого в течение 20 
минут, после чего уходит. Чему равна вероятность встречи лиц  и A B , если приход каж-
дого из них в течение указанного часа может произойти на удачу и моменты прихода не-
зависимы. 

 Решение. Обозначим момент прихода лица A  через x , а момент прихода лица 
B  через y . На плоскости; в качестве единицы масштаба выберем минуту. Всевозможные 
исходы изобразятся точками квадрата со сторонами 60. Для того, чтобы встреча произош-
ла необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство 20≤−x y . 

Исходы, благоприятствующие встрече, изображены в заштрихованной области 
(рис. 2.1). 

 
Искомая вероятность равна отношению площади заштрихованной области к пло-

щади всего квадрата 
9
5

60
4060

2

22

=
−

=p .  

 
Пример 9. В круг радиуса 1=R  случайным образом бросается точка. Найти веро-

ятность того, что точка попадёт в круг радиуса 2
1=r  с тем же центром (рис. 2.2). 
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 Решение. Первый способ. 
Пусть  — событие, состоящее в попадании точки в малый круг. Определим веро-

ятность  как отношение площади малого круга к площади большего: 
A

)(AP

( )
4
1

2

2

==
R
rAP

π
π . 

 
Второй способ. Рассмотрим полярную систему координат, в которой положение 

точки определяется углом ϕ  между радиус-вектором точки и осью  и расстоянием OX ρ  
от точки до начала координат. Поскольку точки, равностоящие от центра, все либо одно-
временно принадлежат меньшему кругу, либо нет, то вероятность попадания в этот круг 

равна отношению радиусов: ( )
2
1

==
R
rAP . 

Итак, мы получили в одной и той же задаче два разных ответа. Причина заключает-
ся в том, что понятие геометрической вероятности не инвариантно относительно преобра-
зований рассматриваемой области Ω  и зависит от того, как задана мера . ( )Ames

Отметим, что для нас предпочтительнее первый способ решения.  
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Глава 3. Условная вероятность. Независимость событий. 
Формулы полной вероятности и Байеса 

 

§1. Условная вероятность 
 
Рассмотрим следующий пример. Бросаются две игральные кости. Найдем вероят-

ность того, что сумма выпавших очков равна 8, если заранее известно, что сумма выпав-
ших очков есть четное число. Всевозможные исходы запишем в виде таблицы 3.1: 

Таблица 3.1 

          2ой кубик 
1ый кубик    1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 
2 3 4 5 6 7 8 
3 4 5 6 7 8 9 
4 5 6 7 8 9 10 
5 6 7 8 9 10 11 
6 7 8 9 10 11 12 

 
Из таблицы видно, что число всевозможных исходов равно 36, но число исходов, 

удовлетворяющих условию, при которых сумма очков есть четное число, равно 18. Из них 
ровно в 5 исходах сумма очков равна 8. Пользуясь классическим определением вероятно-

сти, находим, что искомая вероятность равна 
18
5

=p . 

Заметим, что безусловная вероятность того, что сумма выпавших очков, равная 8, 

равна 
36
5 , т.е. задание дополнительного условия может повлиять на вычисление вероят-

ности. 
Найдем условную вероятность ( )HAP  события  при условии, что событие A H  

уже произошло. Для простоты рассмотрим классическую схему. Естественно положить, 
что данная вероятность есть отношение числа исходов , благоприятных совместному 
(одновременному) осуществлению событий  и 

AHm
A H , к числу исходов, благоприятных со-

бытию H , т.е. 

( )
H

AH

m
mHAP = . 

Разделив числитель и знаменатель на число всевозможных исходов , получим: n

( ) ( )
( )HP
AHP

n
m

n
m

HAP
H

AH

== . 

Последняя формула может служить общим определением условной вероятности 
при аксиоматическом подходе. 

Определение. Условной вероятностью ( )HAP  события A  при условии, что со-
бытие H  уже произошло, называется отношение вероятности совместного (одновремен-
ного) осуществления событий  и A H  к вероятности события H : 

( ) ( )
( )НР
АНРHAP = . (3.1.1) 
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Пример 1. При трехкратном подбрасывании монеты выпало два «герба». Найти 

условную вероятность того, что при втором подбрасывании выпал «герб». 
 Решение. Рассмотрим следующие события: 

H  — при трехкратном подбрасывании выпало два «герба»; 
A  — при втором подбрасывании выпал «герб». 
Событию AH  соответствует два исхода: Г – Г – Р, Р – Г – Г. 
Число всевозможных исходов при трехкратном подбрасывании монеты . 

Отсюда находим: 
823 ==n

( )
4
1

8
2
==AHP . 

Аналогично, событию H  соответствует три исхода, следовательно, вероятность 
условия равна 

8
3)( =HP . 

Далее, применяя (3.1.1), получаем искомую вероятность 

( ) ( )
( ) 3

2
==

HP
AHPHAP .  

 

§2. Теоремы сложения и умножения вероятностей 
 
Теорема сложения вероятностей для двух событий. Вероятность суммы двух со-

бытий A и B вычисляется по формуле: 
( ) ( ) ( ) ( )ABPBPAPBAP −+=∪ . (3.2.1) 

Доказательство. Воспользуемся очевидными равенствами: 
( )A\BABA ∪∪ =  и ( ) ABA\BB ∪= . 

При этом ( ) ∅=A\BA  и ( ) ∅=ABA\B , т.е. события A  и ( )A\B , а также  и 
, несовместные (непересекающиеся). 

A\B
AB

Таким образом, из аксиомы сложения находим: 
( ) ( ) ( A\BPAPBAP +=∪ )  и ( ) ( ) ( )A\BPABPBP += . 

Вычитая из первого равенства второе, получаем: 
( ) ( ) ( ) ( )ABPAPBPBAP −=−∪ . 

Отсюда получаем: 
( ) ( ) ( ) ( )ABPBPAPBAP −+=∪ .  

 
Теорема сложения вероятностей для нескольких событий. Вероятность суммы 

нескольких событий выражается формулой: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( n
n

n

j,i
ji

n

k,j,i
kji

kjiji

n

i
i

n

i
i A...AAP...AAAPAAPAPAP 21

1 1
11

1−+−+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑ ∑∑∑
=

≠
=
≠≠==

).  (3.2.2)  

 
Теорема умножения вероятностей. Вероятность произведения двух событий рав-

на вероятности одного из них, умноженной на условную вероятность другого, при нали-
чии первого: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )AHPAPHAPHPAHP == . (3.2.3) 
Доказательство. Для доказательства (3.2.3) достаточно умножить обе части равен-

ства (3.1.1) на вероятность условия. 
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Теорема умножения вероятностей для нескольких событий. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )12121312121 −⋅⋅= nnn A...AAAP...AAAPAAPAPA...AAP . (3.2.4) 

 
Пример 2. Бросают две монеты. Рассматриваются два события: 
A — выпадение «герба» на первой монете; 
B — выпадение «герба» на второй монете. 
Найти вероятность события . B∪A

 Решение. Очевидно, что пространство элементарных исходов состоит из четы-
рех исходов: «герб»-«герб», «герб»-«решка», «решка»-«герб», «решка»-«решка». 

Применим теорему сложения вероятностей ( ) ( ) ( ) (ABPBPAPBAP −+ )=∪ . 

Очевидно, что ( ) ( )
2
1

== BPAP  и ( )
4
1

=ABP , так как событию  благоприятст-

вует всего один исход, а число возможных исходов равно 4.  Окончательно получим: 

AB

( )
4
3

4
1

2
1

2
1

=−+=BAP ∪ . 

Заметим, что задачу можно решить с помощью противоположного события. Рас-
смотрим событие BA∪  — выпадение пары «решка»-«решка», тогда 

( ) ( )
4
3

4
111 =−=−= BAPBAP ∪∪ .  

 
Пример 3. В урне  белых и  черных шаров. Из урны вынимаются два шара. 

Найти вероятность того, что оба шара будут белыми.  
a b

 Решение. Рассмотрим события: 
A  — первый шар белый; 
B  — второй шар белый. 
Применяя теорему умножения вероятностей, получаем: 

( ) ( ) ( )
1

1
−+

−
⋅

+
==

ba
a

ba
aABPAPABP . 

( )
1

1
−+

−
=

ba
aABP , так как общее число шаров, а также число белых, уменьшилось 

на 1.  
 
Пример 4. На семи карточках написаны буквы, образующие слово «телефон». По-

сле перестановки карточек наудачу последовательно берут пять из них, и прикладывают 
справа одну к другой. Найти вероятность образования слова «фенол».  

 Решение. Применим теорему умножения вероятностей для нескольких событий. 
Вероятность  того, что первой буквой будет «Ф», равна ( )ФP 7

1 . Вероятность ( )ФЕP  то-

го, что второй буквой будет «Е», при условии, что букву «Ф» уже взяли, равна 6
2  и т.д. В 

итоге получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1260

1
3
1

4
1

5
1

6
2

7
1

=⋅⋅⋅⋅== ФЕНОЛPФЕНОPФЕНPФЕPФPФЕНОЛP .  

 
Пример 5. В урне  белых и  черных шаров. Из урны вынимаются два шара. 

Найти вероятность того, что эти шары будут разных цветов. 
a b

 Решение. Рассмотрим события: 
1A  — первый шар белый; 

2A  — второй шар белый; 
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1B  — первый шар черный; 

2B  — второй шар черный; 
C  — шары разных цветов. 
Очевидно, что , причем события  и  несовместимы. По 

теореме сложения и по теореме умножения вероятностей для независимых событий: 
2121 ABBAC ∪= 21BA 21 AB

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) .
baba

ab
ba
a

ba
b

ba
b

ba
a

APBPBPAPABPBAPABBAPCP

1
2

11

212121212121

−++
=

−++
+

−++
=

=+=+== ∪
 

 
Пример 6. Техническая система состоит из n элементов, надежность каждого из 

них p . Выход из строя хотя бы одного влечет за собой выход всей системы. С целью по-
вышения надежности системы производится дублирование, для чего выделено еще n та-
ких же приборов. Определить, какой из способов дублирования надежнее: 

 дублирование каждого элемента (рис. 3.1);  
 дублирование всей системы (рис. 3.2). 

 

 
 

 Решение. Найдем надежность блока: 

 
Для этого найдем вероятность выхода из строя. Блок выходит из строя, если выхо-

дит из строя каждый элемент, т.е. ( )21 p− . Тогда надежность блока равна . Да-
лее система работает надежно, если работает каждый блок, т.о.: 

( 211 p−− )

( )( ) ( )nnn
pppp −=−−= 211 2

1 . 
Надежность системы 

 
равна . Отсюда надежность системы (рис. 3.2) np
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( ) ( nnn pppp −=−−= 211 2
2 ). 

Сравним  и , для этого нужно сравнить 1p 2p ( )np−2  и ( )np−2 . 
Докажем, что ( ) ( )nn pp −>− 22 .  
Подставим  , т.е. pq −= 1 .1 qp −=  
( ) ( )
( ) ( ) .qq

,qq
nn

nn

211

121

>−++

−−>+
  

Далее достаточно раскрыть скобки. 
Таким образом, надежнее дублирование каждого элемента.  
 

§3. Независимость событий 
 

Определение. События A и B называются независимыми, если условная вероят-
ность события A при условии B совпадает с безусловной вероятностью события A, т.е. 

( ) ( )APBAP = . (3.3.1) 
Можно сформулировать и другое определение независимых событий  и A B . 
Определение. События A и B независимы, если 
( ) ( ) ( )BPAPABP = . (3.3.2) 

Очевидно, что данные два определения равносильны. 
Пример 7. Пусть события  и A B  независимы. Доказать, что независимыми явля-

ются пары событий А  и B , A  и В , А  и В . 
 Решение. Применяя определение независимости событий, и используя вероят-

ность противоположного события, имеем  
( ) ( ) ( ) ( )BPBPABPABP =−=−= 11 , т.е. ( ) ( )BPABP = ; 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( );т.е.1

1
1

1
1

1
1

APBAP,APAP
BP

ВРАРBPAP
BP

ABPBPAP
BP

BAP
BP

BAP
BP

BAPBAP

==−=
−

+−−
=

=
−

+−−
=

−
−

==
⋅

=
∪∪

 

( ) ( ) ( ) ( )APAPBAPBAP =−=−= 11 , т.е. ( ) ( )APBAP = .  
 
Пример 8. Зависимы или независимы несовместные события. 

 Решение. Пусть события A  и B  несовместные, т.е. , причем  
. Тогда 

∅=BA∩
0≠)B(P ( ) 0=BAP , т.к. события не пересекаются. Следовательно A  и B  зависи-

мы. 
Таким образом, несовместные события зависимы.  
 
Пример 9. Из полной колоды карт (52 листа) вынимается одна карта. Рассматри-

ваются следующие события: 
A  — появление туза; 
B  — появление карты красной масти; 
C  — появление бубнового туза. 
Зависимы или независимы следующие пары событий: 1) A  и B , 2) B  и , 3) C

A  и C ? 
 Решение. 

( )
13
1

52
4
==AP , ( )

13
1

26
2
==BAP , следовательно, события независимы; 
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( )
52
1

=CP , ( )
26
1

=BCP , следовательно, события зависимы; 

( )
52
1

=CP , ( )
4
1

=ACP , следовательно, события зависимы.  

 
Определение. События  независимы в совокупности, если для всех  nAAA ,,, 21 …

,niii m ≤≤≤≤≤ …211  nm ≤ , выполнено равенство 

( ) .APAP
m

k
i

m

k
i kk ∏

==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

11
∩  

Замечание. Из попарной независимости событий  и  ( )  не сле-
дует, что события  независимы в совокупности. 

iA jA n,j,i,ji 1=≠

nAAA ,,, 21 …
 
Пример 10. Пусть эксперимент состоит в выборе одного из четырех шаров. Пусть 

три из них занумерованы цифрами 1, 2, 3, а на четвертом шаре имеются все эти цифры. 
Обозначим через  событие, состоящее в том, что на выбранном шаре имеется 
цифра i . Зависимы ли события ,  и . 

( 321 ,,iAi = )
1A 2A 3A

 Решение. Так как, каждая цифра встречается дважды, то 

( ) ( ) ( )
2
1

4
2

321 ==== APAPAP . 

Так как две различные цифры присутствуют только на одном шаре, то  

( ) ( ) ( )
4
1

313221 === AAPAAPAAP , 

следовательно, события ,  и  попарно независимы. 1A 2A 3A
Все три различные цифры присутствуют только на одном шаре 

( ) ( ) ( ) ( )
8
1

4
1

321321 =≠= APAPAPAAAP . 

Таким образом, получаем, что события ,  и  зависимы в совокупности, в то 
время как они являются попарно независимыми.  

1A 2A 3A

 

§4. Формула полной вероятности 
 
Определение. События  образуют полную группу несовместных собы-

тий (являются гипотезами), если они удовлетворяют двум требованиям: 
nH,,H …1

 они попарно несовместны, т.е. ∅=j  при i HH ji ≠ ; 
 в результате опыта одно из событий обязательно должно произойти, т.е. 

Ω=nH . HH ∪…∪∪ 21

Пусть имеется некоторое событие A  и известны вероятности  и 
условные вероятности 

)(,),( 1 nHPHP …
( ) ( )nHAP,,HAP …1 . Найдем вероятность . (P )A
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Событие  можно представить в виде (рис. 3.3):  A

( ) nn AHAHAHHHHAAA ∪…∪∪∪…∪∪ 2121 ==Ω= , 
причем события ( )( ) ∅=ji AHAH  при ji ≠ , т.е. события  и  несовместны. iAH jAH

Тогда по аксиоме сложения: 
( ) ( ) ( ) ( )nAHPAHPAHPAP +++= …21 . 

Далее, применяя теорему умножения вероятностей ( ) ( ) ( iii HAPHPAHP = ), полу-
чаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn HAPHPHAPHPHAPHPAP +++= …2211 . (3.4.1) 
Это и есть формула полной вероятности. 
 
Пример 11. Имеются две урны: в первой  белых и  черных шаров; во второй  

белых и d  черных шаров. Из первой урны во вторую наудачу перекладывают один шар. 
После этого из второй урны берут один шар. Найти вероятность того, что этот шар будет 
белым. 

a b c

 Решение. Пусть искомое событие A  — вынут белый шар. Рассмотрим следую-
щие гипотезы: 

1H  — переложен белый шар; 

2H  — переложен черный шар. 
Очевидно, что 

( ) ( )
ba

bHP,
ba

aHP
+

=
+

= 21 ; 

( ) ( )
11

1
21 ++
=

++
+

=
dc
cHAP,

dc
cHAP . 

Теперь по формуле полной вероятности (3.4.1) получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

1
2211 +++

+
++

+
+

=+=
dc
c

ba
b

dc
c

ba
aHAPHPHAPHPAP .  

 
Пример 12. В условиях предыдущей задачи из первой урны перекладывают сразу 

три шара (предполагается, что  и ). Найти вероятность того, что шар, взятый из 
второй урны, будет белым. 

3≥a 3≥b
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 Решение. Пусть искомое событие  — вынут белый шар. Рассмотрим гипоте-
зы: 

A

1H  — вынутый шар принадлежит 1-ой урне; 

2H  — вынутый шар принадлежит 2-ой урне. 
Так как во второй урне 3 шара принадлежат 1-ой урне, а  принадлежат 2-ой, 

то вероятности гипотез равны:  
dc +

( ) ( )
33

3
21 ++

+
=

++
=

dc
dcHP,

dc
HP . 

Вероятность появления белого шара из первой урны не зависит от того, вынимает-
ся ли этот шар непосредственно из первой урны или после перекладывания во вторую. 
Следовательно, условная вероятность появления белого шара при условии того, что он 
изначально находился в первой урне, равна: 

( )
ba

aHAP
+

=1 . 

Аналогично условная вероятность появления белого шара при условии того, что он 
изначально находился во второй урне, равна: 

( )
dc

cHAP
+

=2 . 

По формуле полной вероятности (3.4.1) получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dc

c
dc

dc
ba

a
dc

HAPHPHAPHPAP
+++

+
+

+++
=+=

33
3

2211 .  

 
Пример 13. Среди 30 экзаменационных билетов: 25 «хороших» и 5 «плохих». Ка-

кова вероятность, отвечая вторым, взять «хороший» билет? 
 Решение. Пусть искомое событие  — второй отвечающий взял «хороший» 

билет. Рассмотрим следующие гипотезы: 
A

1H  — первый  отвечающий взял «хороший» билет; 

2H  — первый  отвечающий взял «плохой» билет. 
Очевидно, что 

( ) ( )
6
1

30
5

6
5

30
25

21 ==== HP,HP ; 

( ) ( )
29
25

29
24

21 == HAP,HAP . 

По формуле полной вероятности (3.4.1), получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6
5

29
25

6
1

29
24

6
5

2211 =⋅+⋅=+= HAPHPHAPHPAP .  

 

§5. Формула Байеса 
 

Пусть имеется полная группа несовместных событий . Требуется найти 
вероятность события , если известно, что событие 

nH,,H …1

iH A  произошло.  
По определению условной вероятности (3.4.1), имеем: 

( ) ( )
( )AP
AHP

HAP i
i = . 

Далее, применяя теорему умножения вероятностей ( ) ( ) ( iii HAPHPAHP = ) , полу-
чаем 
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( ) ( ) ( )
( )AP

HAPHP
AHP ii

i = . (3.5.1) 

Последняя формула называется формулой Байеса или формулой гипотез (события 
 называют еще гипотезами). nH,,H …1

Если после опыта, который заканчивается появлением события , производится 
еще один опыт, в котором появляется или не появляется событие 

A
B , то условная вероят-

ность этого последнего события вычисляется по формуле полной вероятности, в которую 
подставлены не прежние вероятности гипотез ( )iHP , а новые ( )AHP i : 

( ) ( ) (∑
=

=
n

i
ii AHBPAHPABP

1

). (3.5.2) 

 
Пример 14. Имеются три урны: в первой —  белых и  черных шаров; во вто-

рой —  белых и  черных шаров, в третьей — k  белых шаров. Выбирается наугад урна 
и из нее вынимается шар. Этот шар оказался белым. Найти вероятность того, что этот шар 
вынут из первой, второй или третьей урны. 

a b
c d

 Решение. Пусть искомое событие  — вынутый шар белый. Рассмотрим сле-
дующие гипотезы: 

A

1H  — выбрана первая урна; 

2H  — выбрана вторая урна; 

3H  — выбрана третья урна. 
Очевидно, что: 

( ) ( ) ( )
3
1

321 === HPHPHP . 

Условные вероятности равны: 

( ) ( ) ( ) 1321 =
+

=
+

= HAP,
dc

cHAP,
ba

aHAP . 

По формуле полной вероятности (3.4.1), находим, что 

( ) ( ) ( )∑
=

+
+

+
+

==
3

1

1
3
1

3
1

3
1

i
ii dc

c
ba

aHAPHPAP . 

По формуле Байеса (3.5.1), находим: 

( ) ( ) ( )
( ) 11

3
1

3
1

11
1

+
+

+
+

+=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

+

+==

dc
c

ba
a

ba
a

dc
c

ba
a

ba
a

АР
НАРНР

AHP . 

Аналогично получаем, что 

( )
1

2

+
+

+
+

+=

dc
c

ba
a

dс
с

AHP , ( )
1

1
3

+
+

+
+

=

dc
c

ba
a

AHP .  

 
Пример 15. Имеются две урны: в первой —  белых и  черных шаров; во вто-

рой —  белых и  черных шаров. Выбирается наугад одна из урн и из нее вынимается 
один шар. Этот шар оказался белым (событие А). найти вероятность того, что следующий 
шар, который мы вынимаем из той же урны, будет тоже белым(событие В). 

a b
c d

 Решение. Рассмотрим следующие гипотезы: 
1H  — выбрана первая урна; 

2H  — выбрана вторая урна. 
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Очевидно, что вероятности выбора урн равны: 

( ) ( )
2
1

21 == HPHP . 

Находим условные вероятности: 

( ) ( ) .
dc

cHAP,
ba

aHAP
+

=
+

= 21  

По формуле полной вероятности (3.4.1), получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
=+=

dc
c

ba
aHAPHPHAPHPAP

2
1

2111 . 

По формуле Байеса (3.5.1), получаем: 

( ) ( ) ( )
( ) ,

dc
c

ba
a

ba
a

АР
HAPНР

AHP

+
+

+

+== 11
1  ( )

dc
c

ba
a

dс
с

AHP

+
+

+

+=2 . 

Далее применяем (3.5.2): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )AHBPAHPAHBPAHPABP 2211 += . 

Условная вероятность появления второго белого шара при условии, что была вы-
брана первая урна, и из нее вынут белый шар: 

( )
1

1
1 −+

−
=

ba
aAHBP . 

Аналогично: 

( )
1

1
2 −+

−
=

dc
cAHBP . 

В итоге: 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++

−
+

−++
−

+
+

+

=
1

1
1

11
dcdc

cc
baba

aa

dc
c

ba
a

ABP .  
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Глава 4. Схема независимых испытаний. Схема Бернулли 
 

§1. Формула Бернулли  
 

Определение. Повторные независимые испытания называются испытаниями Бер-
нулли, если каждое испытание имеет только два исхода, и вероятности исходов остаются 
неизменными для всех испытаний. 

Обычно эти две вероятности обозначаются через p  и , исход с вероятностью q p  
называют «успехом» и обозначают символом 1, а второй – «неудачей» и обозначают сим-
волом 0. Очевидно, что p  и  должны быть неотрицательными и должно выполняться 
равенство 

q

1=+ qp . (4.1.1) 
Пространство элементарных исходов каждого отдельного испытания состоит из 

двух исходов 1 и 0. Очевидно, пространство элементарных исходов  испытаний Бернул-
ли содержит  последовательностей из  символов 1 и 0. Так как испытания независи-
мы, то вероятности перемножаются, т. е. вероятность любой конкретной последователь-
ности есть произведение, полученное при замене символов 1 и 0 вероятности на 

n
n2 n

p  и  
соответственно. Таким образом, вероятность исхода 

q
( )011111001...  равна: 

( ) qppp...ppqqp...P =011111001 . 
Но на практике нас, как правило, интересует не порядок появления успехов в по-

следовательности n  испытаний Бернулли, а их общее число. 
Теорема. Вероятность ( )mpn  того, что в  испытаниях Бернулли число успехов 

равно , вычисляется по формуле 
n

m
( ) mnmm

nn qpCmp −= , (4.1.2) 
где p  — вероятность «успеха», а  — вероятность «неудачи». q

Доказательство. Событие  «в  испытаниях Бернулли число успехов равно  и 
число неудач — » содержит столько элементарных исходов, сколько существует 
способов размещения  символов на  местах, т.е. . А так как вероятность конкрет-
ной последовательности, содержащей  символов 1, равна , то в итоге получаем: 

n

n
m

m
mn −
m m

nC
mnmqp −

( ) mnmm
nn qpCmp −= .  

Число успехов в  испытаниях обозначают через , тогда n nS ( ) ( )mSPmp nn == . 
Очевидно, что  есть случайная величина, а функция (4.1.2) является «распределением» 
этой случайной величины. Будем называть это распределение биномиальным. Слово би-
номиальное отражает тот факт, что (4.1.2) представляет собой m-й член биноминального 
разложения ( . Отсюда следует, что 

nS

q+ )np

( ) 1
0

=+=−

=
∑ mmnm

n

m

n
m qpqpC . 

 
Пример 1. Стрелок попадает в мишень с вероятностью 8 . Найти вероятность 

того, что в результате пяти независимых выстрелов стрелок попадает: 
0,p =

a) ровно четыре раза; 
б) не менее трех раз. 

 Решение. Для решения данной задачи применим формулу (4.1.2), в которой: 
208011;80;5 ,,pq,pn =−=−=== . 

а) Число успехов равно 4=m . Таким образом, искомая вероятность: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 409602080
4!1!
5!20804 144544

55 ,,,,,Cp === − . 

б) Обозначим  — вероятность попадания не менее трех раз из пяти. ( 35 ≥p )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++=++=≥ −−− 5555

5
4544

5
3533

55555 2080208020805433 ,,C,,C,,Cpppp   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 9415080
5!0!
5!2080

4!1!
5!2080

3!2!
5! 5423 ,,,,,, =++= .  

 
Пример 2. Сколько испытаний с вероятностью успеха  нужно произвести, 

чтобы вероятность хотя бы одного успеха была не меньше 0,5? 
010,p =

 Решение. Рассмотрим следующие события: 
A  — в схеме Бернулли наблюдался хотя бы один успех; 
A  — в схеме Бернулли не наблюдалось ни одного успеха. 
Для решения задачи используем формулу (4.1.2), согласно которой вероятность то-

го, что успехов не будет (т.е. число успехов равно нулю), равна: 
( ) ( ) nn

nn qqpCpAP === −0000 . 
Используя свойство вероятности противоположного события, получаем, что веро-

ятность того, что будет хотя бы один успех, равна: 
( ) ( ) ( )nn pqAPAP −−=−=−= 1111 . 

Остается найти наименьшее целое , для которого выполнено неравенство: n
( ) ( ) 5099010101111 ,,,p nnn >−=−−=−− . 

Решим последнее неравенство. 
( ) ( ) ( ) ( )509905099050990 ,ln,lnn,ln,ln,, nn <⇔<⇔< . 

Разделив последнее неравенство на ( ) 0990 <,ln , получим 
( )
( ) 96869

990
50 ,

,ln
,lnn => . 

Наименьшим целым числом , удовлетворяющим последнему неравенству, явля-
ется .  

n
70=n

 
Пример 3. Что вероятнее выиграть у равносильного противника (ничейный исход 

партии исключен): 
а) три партии из четырех или пять из восьми; 
б) не менее трех партий из четырех или не менее пяти партий из восьми. 

 Решение. Так как противники равносильны и ничейный исход партии исключен, 

то вероятности выигрыша и проигрыша каждой партии одинаковы и 
2
1

== qp . 

а) Вероятность выигрыша трех партий из четырех равна: 

( )
4
1

2
14

2
1

2
1

1!3!
4!3

43
3433

44 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== −qpCp , 

а вероятность выигрыша пяти партий из восьми равна: 

( )
32
7

2
1

32
876

2
1

2
1

3!5!
8!5

835
5855

88 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
⋅⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== −qpCp . 

Так как 
32
7

4
1
> , то вероятнее выиграть три партии из четырех. 

б) Вероятность выигрыша не менее трех партий из четырех равна: 
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( ) ( ) ( )

,

qpCqpCppp

16
5

16
1

4
1

2
1

2
14

2
1

2
1

0!4!
4!

2
1

2
1

1!3!
4!

433
44043

4444
4

3433
4444

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=+=+=≥ −−

 

а вероятность выигрыша не менее пяти партий из восьми равна: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.
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Так как 
16
5

256
93

> , то вероятнее выиграть не менее пяти партий из восьми.  

 

§2. Формула Пуассона 
 
При больших значениях числа испытаний  применение формулы Бернулли (4.1.2) 

затруднительно. Поэтому применяются простые, но достаточно точные приближенные 
формулы для вычисления . Пусть число испытаний  достаточно «велико», вероят-
ность «успеха» 

n

( )mpn n
p  достаточно «мала». Пусть произведение 

np=λ  (4.2.1) 
и не мало, и не велико. В таких случаях удобно использовать для вероятности ( )mpn  
предложенное Пуассоном приближение (формула Пуассона), которое мы сейчас выведем. 
По формуле Бернулли (4.1.2) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

.11121
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1111

mnm

mnm

mnmmnmm
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nnn
mn...

n
n

n
n

!m
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n
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⎠
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⎜
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=−=

λλλ

 (4.2.2) 

При  и сделанных выше допущениях очевидны следующие приближения: ∞→n

,1 λλ −≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − e

n

n

 11,...,11
≈

+−
≈

−
n
mn

n
n , 11 ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−m

n
λ . 

Следовательно, (4.2.2) примет вид: 
λλ −≈ e

!m
)m(p

m

n , (4.2.3) 

а это и есть формула Пуассона. 
Замечание. При выводе формулы Пуассона (4.2.3) использовалось то, что  мало. m
Замечание. Формула Пуассона (4.2.3) зависит от  и m λ . Значения функции (4.2.2) 

можно определить следующими способами: 
 можно воспользоваться Приложением 1; 
 используя функцию ПУАССОН(x;среднее;интегральная) из EXCEL; в которой 
аргумент x равен числу «успехов» m , аргумент «среднее» равен λ , аргумент 
«интегральная» должен равняться 0; 

 используя функцию dpois(k, l) из MATHCAD, в которой mk =  и λ=l . 
 

Пример 4. Найти вероятность того, что среди 1460 человек ровно трое родились 29 
февраля. 
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 Решение. Вероятность того, что один конкретный человек родился 29 февраля, 

равна 
1461

1
=p , т.к. 29 февраля бывает ровно 1 раз в 4 года. 

Далее находим коэффициент λ : 

1
1461

11460 ≈== npλ . 

Применяя (4.2.2), получаем: 

6!3
)3(

3
3

3

1460

−
− =≈

eep λ .  

 
Пример 5. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 0,001. Найти 

вероятность того, что при 5000 выстрелах в цель попало не менее двух выстрелов. 
 Решение. Рассмотрим два противоположных события: 

A  — при 5000 выстрелах в цель попало не менее двух выстрелов; 
A  — при 5000 выстрелах в цель попало менее двух выстрелов. 
Найдем вероятность события A : 
( ) ( ) ( ) ( )102 500050005000 pppAP +=<= . 

В рассматриваемом примере 
500105000 =⋅== ,npλ . 

Используя формулу Пуассона, получим 

( ) ( ) 0,033695
1!
510,006738,

0!
50 55

1

5000
55

0

5000 ==≈==≈ −−−− eepeep . 

Используя свойство вероятности противоположного события, получим 
( ) ( ) ( ) ( ) 95960033690006738011011 50005000 ,,,ppAPAP =−−=−−=−= .  

 

§3. Формулы Муавра – Лапласа  
 

Если в схеме Бернулли ∞→n , ∞→np , ∞→nq , (4.3.1) 
то следует применять формулы Муавра – Лапласа: локальную или интегральную. 

Локальная теорема Муавра-Лапласа (без доказательства). Если в схеме Бернул-
ли , то для всех  справедлива локальная формула Муавра-Лапласа:  ∞→n m

( ) ( )

( ) .
npq

npmx,ex

,x
npq

mp

x

n

−
==

≈

−
2

2

2
1

1

π
ϕ

ϕ

 (4.3.2) 

Значения функции ( )xϕ , которую называют плотностью нормального распреде-
ления с параметрами ( , можно найти одним из следующих способов: )10,

 можно воспользоваться Приложением 2; 
 используя функцию НОРМРАСП(x;среднее;стандартное_откл;интегральная) 
из EXCEL; в которой «среднее» необходимо положить равным 0, аргумент 
«стандартное_откл» необходимо положить равным 1, аргумент «интеграль-
ная» должен равняться 0. 

 используя функцию dnorm(x, mu, sigma) из MATHCAD, в которой 0=mu  и 
1= . siqma

Очевидно, что функция ( )xϕ  является четной. Поэтому при определении ( )xϕ  для 
отрицательных x  нужно воспользоваться равенством ( ) ( )xx −= ϕϕ . 
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Интегральная теорема Муавра-Лапласа (без доказательства). Если в схеме Бер-
нулли число испытаний , то для вероятности ∞→n ( )21 mSmP n ≤≤  того, что число успе-
хов  заключено в пределах от  до , справедлива интегральная теорема Муав-
ра-Лапласа: 

nS 1m 2m

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .
npq

npmx,
npq

npmx,dye
π

dyyхΦ

,xΦxΦmSmP
x yх

n

−
=

−
===

−≈≤≤

∫∫
∞−

−

∞−

2
2

1
1

2

1221
2

2
1ϕ

 (4.3.3) 

Функция ( )xΦ , определенная формулой (4.3.3), называется функцией распределе-
ния нормального распределения с параметрами ( )10, . Значения функции  можно най-
ти одним из следующих способов: 

( )xΦ

 можно воспользоваться Приложением 3; 
 используя функцию НОРМРАСП(x;среднее;стандартное_откл;интегральная) 
из EXCEL; в которой «среднее» необходимо положить равным 0, аргумент 
«стандартное_откл» необходимо положить равным 1, аргумент «интеграль-
ная» должен равняться 1. 

 используя функцию pnorm(x, mu, sigma)из MATHCAD, в которой 0=mu  и 
1= . siqma

Функцию  при отрицательных значениях переменной можно определить по 
формуле . 

( )xΦ
Φ−= 1( ) (xxΦ − )

Замечание. Наряду с функцией ( )xΦ  используют функцию 

( ) ( ) dye
π

dyyхΦ
x yх

∫∫
−

==
0

2

0
0

2

2
1ϕ . (4.3.4) 

Для нее справедливо равенство ( ) ( )xΦxΦ 00 =− ; она связана с функцией  равенством ( )xΦ
( ) ( )xΦ,xΦ 050 += . (4.3.5) 

 
Пример 6. Симметричную монету бросают 400 раз. Определить вероятность появ-

ления герба: 
а) от 185 до 210 раз; 
б) ровно 200 раз; 
в) не менее 200 раз. 

 Решение. Для решения задачи применим локальную и интегральную теоремы 
Муавра-Лапласа, для которых 

400=n , т.к. монету подбрасывали 400 раз, 
2
1

== qp , т.к. монета симметрична.  

а) Используя интегральную теорему Муавра-Лапласа, получим 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;,,ΦΦ,ΦΦΦΦ
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б) Используя локальную теорему Муавра-Лапласа, получим 

( ) ( ) ( ) 0398900
10
1200

10
11200400 ,

npq
npx

npq
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
==Ρ ϕϕϕ ; 

в) Используя интегральную теорему Муавра-Лапласа, получим 
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Пример 7. Команда состоит из 10 отличных и 15 хороших стрелков. Каждый стре-

лок производит по своей мишени 5 независимых выстрелов. Отличный стрелок при каж-
дом выстреле попадает в цель с вероятностью 0,9, хороший — с вероятностью 0,8. Опре-
делить вероятность того, что общее число попаданий будет не менее 110. 

 Решение. Найдем вероятность попадания при одном выстреле для произвольно-
го стрелка. Для этого воспользуемся формулой полной вероятности. Пусть искомое собы-
тие  — мишень поражена одним стрелком. Рассмотрим следующие гипотезы: A

1H  — стреляет отличный стрелок;   

2H  — стреляет хороший стрелок. 
Очевидно, что:   

( )
5
2

1510
10

1 =
+

=HP , ( )
5
3

1510
10

2 =
+

=HP ,  ( ) 901 ,HAP = , ( ) 801 ,HAP = .  

Отсюда получаем: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 8402211 ,HAPPHPHAPHPAPp =+== , 16084011 ,,pq =−=−= . 

Заметим, что общее число выстрелов 
125515510 =⋅+⋅=N . 

Теперь найдем вероятность  того, что при 125 выстрелах число попада-
ний будет не менее 110. Для этого применим интегральную теорему Муавра-Лапласа: 

)(p 110125 ≥

251110
1 ,

npq
npx ≈

−
= , 5125

2 ≈
−

=
npq

npx , 

( ) ( ) ( ) ( ) 1108901125110100 12125 ,,xxSp n =−=Φ−Φ=≤≤Ρ=≥ .  
 
Пример 8. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле . Найти 

наименьшее число выстрелов, которое надо произвести по мишени, чтобы с вероятностью 
0,95 число попаданий было не менее 70.  

60,p =

 Решение. По условию задачи ( )70950 ≥= np, . Для вычисления   приме-
ним интегральную теорему Муавра – Лапласа: 

( 70≥np )

( ) ( )

.
n,
n,

n,
n,n

npq
np

npq
npnnSPp, nn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
Φ−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
Φ=≤≤=≥=

240
60701

240
6070

3
2

707070950

 

Заметим, что мы использовали то, что при больших значениях x   . ( )3≥x ( ) 1≈xΦ
Далее получаем 

050
240

6070 ,
n,
n,

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ . 

Используя Приложение 3 находим, что  

651
240

6070 ,
n,
n,

−=
− . 

Решая последнее уравнение для натуральных значений , получаем, что n=132 .  n

 28



 

Глава 5. Случайные величины и их распределения 
 

§1. Понятие случайной величины 
 

Определение. Случайной величиной ξ  называется функция, ставящая в соответ-
ствие каждому элементарному исходу ω  число ( )ωξξ = . 

Пример 1. Рассмотрим схему Бернулли с вероятностью успеха p . Сопоставим ка-
ждому элементарному исходу 010100...=ω  функцию ( )ωξ , равную числу успехов данно-
го исхода, т.е. числу символов 1, содержащихся в последовательности . 010100...

Пример 2. Случайными величинами является число очков при бросании игральной 
кости, сумма очков при бросании нескольких игральных костей. 

Пример 3. Случайной величиной является координата точки, упавшей на отрезок 
. В этом случае [ 10; ] ( ) ωωξ = . 
В общем случае случайные величины делятся на дискретные и непрерывные. 
Определение. Дискретной называется случайная величина, которая каждому эле-

ментарному исходу ω  ставит в соответствие одно из конечного (или в общем случае 
счетного) набора чисел  nx,...,x,x 21 ( ),...x,...,x,x n21 .  

Определение. Непрерывной называется случайная величина, возможные значения 
которой непрерывно заполняют некоторую область. 

Однако существуют случайные величины, не относящиеся ни к одному из этих ти-
пов. Простейшим примером такой случайной величины является время работы электро-
прибора. Купленный электроприбор может с ненулевой вероятностью оказаться брако-
ванным, т.е. время его работы будет равно 0, и в этом смысле необходимо считать рас-
сматриваемую случайную величину дискретной. Если же прибор окажется исправным, то 
время его работы необходимо считать непрерывной случайной величиной. 

 

§2. Функция распределения случайной величины 
 
Определение. Функцией распределения (вероятностей) случайной величины ξ  

называется функция , значения которой в точке ( )xF x  равно вероятности события 
( )x<ξ :  

( ) ( )xPxF <= ξ . (5.2.1) 
Свойства функции распределения. 
1. Функция распределения является ограниченной, т.е. 

( ) 10 ≤≤ xF . 
Доказательство. Ограниченность функции распределения следует из того, что 

функция распределения является вероятностью.  
2. Функция распределения является неубывающей, т.е. если , то 12 xx >
( ) ( )12 xFxF ≥ . 

Доказательство. Если , то событие 12 xx > ( )1x<ξ  содержится в событии ( )2x<ξ , 
т.е. ( ) ( 21 xx <⊂< )ξξ . Отсюда, по свойству 3 вероятности, имеем 

( ) ( 21 xPxP <≤< )ξξ , 
откуда, следует 

( ) ( )21 xFxF ≤ .  
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3. обращается в ноль на минус бесконечности, т.е. 

Доказательство. Событие

( )xF  
( 0=F . )∞−

 ( )−∞<ξ  является невозможным событием, следова-
тельно, ( ) 0=−∞<ξP .  

4. ( )xF  равна единице в плюс бесконечности, т.е. 

Доказательство. Событие
( 1=F . )∞+

 ( )+∞<ξ  является достоверным событием, следователь-
но, ( ) 1=+∞<ξP . 

5. Вероятность попадания случайной величины ξ  в интервал равна прира-
щению

 [ )21 x,x  
 ее функции распределения на этом промежутке, т.е. 
( ) ( ) ( )1221 xFxFxxP −=<≤ ξ . 

 ( )2x<ξ  Доказательство. При 21 xx <  событие можно представить как объедине-
ние двух непересекающихся событий ( )1x<ξ  и ( )2x1x <≤ ξ . Отсюда, используя аксиому
сложения, получаем 

( ) ( ) (2 PxP

 

)
)( ) ( ) ( 1221

211

xPxPxxP
,xxPx

<−<=<≤
<≤+<

ξξξ
ξ ξξ=<

 

или, используя определение функции распределения, получаем 
( ) ( ) ( )1221 xFxFxxP −=<≤ ξ .  
( )6. непрерывна слева, т.xF  е. 

( ) ( )0xFxli
x 00

Fm
x

=
−

 
→

. 

С помощью функции распределения можно вычислить вероятность события 
)( x≥ξ : 

( ) ( )P xFx −=≥ 1ξ .
Иногда, чтобы 

(5.2.2) 
подчеркнуть, кокой именно случайной величине принадлежит 

функция распределения ( )xF , к функции распределения приписывают нижний индекс, 
обозначающий эту случайную величину, т.е. 

( ) ( )xPxF <= ξξ . 
( )x≤ξИногда функцией распределения называется вероятность события . Такое 

опреде

§3. Дискретные случайные величины 
 

 уже гов которая каждому 
элемен

ление ничего не меняет во всех рассуждениях. Единственное измен асается 
свойства 6: функция ( )xF  будет непрерывной справа. 

 

ение к

Как орилось, дискретной называется случайная величина, 
тарному исходу ω  ставит в соответствие одно из конечного (или в общем случае 

счетного) набора чисел nx,...,x,x 2  1 ( ),...x,...,x,x n21 . 
Дискретную случ ую величину удобно характеризовать рядом распределения. айн

и-
чины н

Определение. Рядом распределения (вероятностей) дискретной случайной вел
азывается таблица (таблица 5.1), состоящая из двух строк: в первой строке пере-

числены все возможные значения случайной величины, а во второй — вероятности 
( )ii xPp == ξ  того, что случайная величина ξ  примет значение ix . 
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Таблица 5.1 

ξ  1x  2x  … ix  … nx  … 
P  1p  2p  … ip  … np  … 

 
При этом должно выполняться равенство 

1=∑
i

ip . (5.3.1) 

Функцию распределения дискретной случайной величины можно определить по 
формуле 

( ) ∑
<

=
xx

i
i

pxF . (5.3.2) 

Пример 4. Производится один опыт, в результате которого может произойти собы-
тие  с вероятностью A p . Рассмотрим случайную величину 

⎩
⎨
⎧

=
произошло. неA  событие если0

произошло,A  событие если1
,
,

ξ  

Для случайной величины ξ  ряд распределения и найти ее функцию распределения. 
 Решение. Очевидно, что ряд распределения имеет вид: 

 
ξ  0 1 
P  q  p  

где  pq −= 1 .
Функцию распределения случайной величины ξ  найдем по формуле (5.3.2). 
Пусть . В этом случае событие 0≤x ( )x<ξ  является невозможным, так как слу-

чайная величина ξ  не принимает значений меньших 0. Отсюда получаем: 
( ) 0== ∑

<xx
i

i

pxF . 

Пусть 1. В этом случае событие 0 ≤< x ( )x<ξ  совпадает с событием ( 0)=ξ , сле-
довательно:  

( ) ( ) qPpxF
xx

i
i

==== ∑
<

0ξ . 

Пусть . В этом случае событие 1>x ( )x<ξ  является достоверным, следовательно 
( ) ( ) ( ) 110 =+==+=== ∑

<

pqPPpxF
xx

i
i

ξξ . 

Таким образом, функция распределения примет вид: 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<−

≤
=

.x,
x,p

x,
xF

1если1
;10если1

;0если0
 

 
Пример 5. Рассмотрим схему последовательных независимых испытаний, в каж-

дом из которых с вероятностью p  может произойти событие . Рассмотрим случайную 
величину 

A
ξ  — число испытаний, которое необходимо произвести, прежде чем событие  

произойдет. Построить ряд распределения случайной величины 
A

ξ . 
 Решение. Случайная величина ξ  может принимать значения  Слу-

чайная величина 
. ,...,n,.., 10 .

ξ  принимает значение 0, если в первом же испытании произойдет собы-
тие A , следовательно: 

( ) pP == 0ξ . 
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Случайная величина ξ  принимает значение 1, если в первом испытании событие  
не произошло, а во втором испытании событие  произойдет, следовательно,  

A
A

( ) qpP == 1ξ . 
Случайная величина ξ  принимает значение 2, если в первых двух испытаниях со-

бытие  не произошло, а в третьем испытании событие  произойдет, следовательно, A A
( ) pqqqpP 22 ===ξ . 

Продолжая аналогично данные рассуждения, получим ряд распределения: 
 

ξ  0 1 2 … n  … 
P  p  qp  pq 2  … pq n  … 

 
Пример 6. На зачете студент получил 4=n  задачи. Вероятность решить правиль-

но каждую задачу . Построить ряд распределения случайной величины 80,p = ξ  — числа 
правильно решенных задач. 

 Решение. Случайная величина ξ  может принимать значения 0, 1, 2, 3, 4. Для 
нахождения вероятности событий ( )k=ξ  ( )43210 ,,,,k =  применим формулу Бернулли: 

( ) ( ) ( ) ( ) 00160801100 4400
44 ,,ppCpP =−=−===ξ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0256080180
3!1!
4!111 31311

44 ,,,ppCpP =−=−===ξ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1536080180
2!2!
4!122 22222

44 ,,,ppCpP =−=−===ξ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4096080180
1!3!
4!133 13133

44 ,,,ppCpP =−=−===ξ , 

( ) ( ) ( ) 4096080144 4044
44 ,,ppCpP ==−===ξ . 

Таким образом, ряд распределения числа правильно решенных задач примет вид: 
 

ξ  0 1 2 3 4 
P  0,0016 0,0256 0,1536 0,4096 0,4096 

 
 

§4. Непрерывные случайные величины 
 

Как уже говорилось, непрерывной называется случайная величина, возможные зна-
чения которой непрерывно заполняют какую-то область. Дадим более строгое определе-
ние непрерывной случайной величины.  

 
Определение. Случайная величина ξ  называется непрерывной, если ее функцию 

распределения  можно представить в виде: ( )xF

( ) ( )∫
∞−

=
x

dyypxF . (5.4.1) 

 
Определение. Функция ( )xp , присутствующая в (5.4.1), называется плотностью 

распределения (вероятностей) случайной величины ξ .  
Отметим, что все реально встречающиеся плотности распределения являются не-

прерывными (за исключением, быть может, конечного числа точек) функциями, и, следо-
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вательно, для них плотность распределения ( )xp  представляет собой производную функ-
ции распределения , т. е.  ( )xF

)x(F)x(p ′= . (5.4.2) 
 

Свойства плотности распределения: 
1. Плотность является неотрицательной функцией, т.е.  

0)( ≥xp . 
Доказательство. Функция распределения — неубывающая функция. Следователь-

но, ее производная, которая по (5.4.2.) является плотностью, есть неотрицательная функ-
ция.  

 
2. Вероятность попадания случайной величины ξ  в интервал  равна опреде-

ленному интегралу от ее плотности в пределах от  до , т.е. 
[ )21 x,x

1x 2x

( ) (∫=<≤
2

1

21

x

x

dyypxxP ξ ) . 

Доказательство. С одной стороны, по свойству 5 функции распределения 
( ) ( ) ( )1221 xFxFxxP −=<≤ ξ , 

c другой стороны, в силу (5.4.2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( 12

2

1

2

1

2

1
xFxFxFxdFdyyp x

x

x

x

x

x

−=== ∫∫ )

( )

.   

 
3. Условие нормировки: несобственный интеграл от плотности случайной величи-

ны в бесконечных пределах равен единице, т.е. 

1)( =∫
+∞

∞−

dxxp . 

Доказательство. В силу свойства 2, имеем 

1)()()( =−∞−+∞=∫
+∞

∞−

FFdxxp .  

 
4. ( ) xxpxxxP Δ≈Δ+<≤ ξ . 
Доказательство. Из свойства 2 следует, что вероятность попадания случайной ве-

личины на интервал [  численно равна площади криволинейной трапеции (рис. 5.1). )21 , xx
 

 
 

Как видно из рис. 5.1, при 0→Δx  вероятность попадания на интервал [ )xxx Δ+,  
приближенно совпадает с площадью прямоугольника со сторонами  и .  xΔ ( )xp
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5. Для непрерывных случайных величин ( ) 0==Ρ xξ . 
Доказательство. Достаточно применить свойство 4, где 0=Δx .  
 
6. Для непрерывных случайных величин свойство 2 можно переписать в виде: 

)()()()( 21212121 xxxxxxxx ≤≤Ρ=≤<Ρ=<<Ρ=<≤Ρ ξξξξ . 
 
Пример 7. Случайная величина ξ  имеет плотность 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤<
−

≤

=

.bx,

;bxa,
ab

;ax,

xp

 0

  1
 0

 

График функции изображен на рис. 5.2. ( )xp
Найти функцию распределения случайной величины )(xF ξ  и изобразить ее гра-

фик.  
 

 
 

 Решение. Для решения задачи применим формулу (5.4.1). 
При ax ≤ получаем, что 

( ) ( ) 00 === ∫∫
∞−∞−

xx

dtdttpxF .  

При bxa ≤<  получаем:  

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫∫∫∫ −
−

=
−

+=+==
∞−∞−∞−

x

a

xx

ab
axdt

ab
dtdttpdttpdttpxF 10

0

0

0

. 

При   имеем: bx >

∫ ∫∫∫ =++==
∞−∞−

b

a

x

b

ax

dt)t(pdt)t(pdt)t(pdt)t(p)x(F 1.  

Таким образом, получаем 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤<
−
−

≤

=

.bx,

,bxa,
ab
ax

,x,

)x(F

 1

 

0 0
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График функции распределения изображен на рис. 5.3.  

 
Пример 8. Случайная величина ξ  подчинена закону Симпсона («закону равнобед-

ренного треугольника») на участке [ ]a,a−  (рис. 5.4). 
 

 
 

Найти плотность распределения и функцию распределения.  
 Решение. Используя свойство 3 плотности, найдем высоту треугольника: 

( )
a

hahahdxxp 12
2
11 =⇒=== ∫

+∞

∞−

. 

Далее находим уравнения ребер: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

a
x

a
xp 11 , при [ ]a,x 0∈ ; 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

a
x

a
xp 11 , при [ ]0,ax −∈  

или 

( ) [ ]a,ax,
a
x

a
xp −∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= при11 .  

Найдем функцию распределения . )x(F
Очевидно, что при ax −≤  функция распределения равна нулю, т.е. 0)( =xF . 
Далее, при 0≤<− xa : 

2
1

2
111)()()()(

2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+== ∫ ∫ ∫∫

−

∞− − −∞−

a x

a

x

a

x

a
xx

a
dt

a
t

a
dttpdttpdttpxF . 
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При : ax ≤<0

( ) ( ) ( )∫ ∫∫
−

−

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

0

0

2

2
1

2
111

a

xa

a
xx

a
dt

a
t

a
dttpdttpxF . 

При ax > , получаем 1)( =xF . 
Таким образом, получено 

( ) [ ]

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∉

−∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

a,ax,

a,ax
a
x

axp

 при 0

 при ,11
, ( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

≤<+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≤

=

.ax

ax,
a

xx
a

x-a
a

xx
a

-ax,

xF

 при1,

;0 при
2

1
2
1

;0 при,
2
1

2
1

; при 0

2

2

 

 
 

§5. Функция от случайных величин 
 

Пусть ξ  — случайная величина. Пусть задана функция ) . Каждому элемен-
тарному исходу 

(xfy =
ω  поставим в соответствие число )(ωη  по формуле ))(()( ωξωη f= . Тем 

самым получим случайную величину η , называемую функцией )(ξf от случайной вели-
чины ξ . 

Пустьξ  — дискретная случайная величина. Тогда случайная величина )(ξη f=  
также является дискретной случайной величиной, поскольку она не может принимать 
больше значений, чем случайная величина ξ . Очевидно, что ряд распределения случай-
ной величины )(ξη f=  имеет вид: 

 
η  )( 1xf  )( 2xf  … )( nxf

P  1p  2p  … np  
 
При этом, если в верхней строке ряда распределения появляются одинаковые зна-

чения ) , то соответствующие столбцы необходимо объединить в один, приписав им 
суммарную вероятность. 

( ixf

Пример 9. Случайная величина ξ имеет ряд распределения: 
 
ξ  -2 -1 0 1 2 
P  0,1 0,2 0,3 0,3 0,1 

 
Найти закон распределения случайной величины ξη = .  

 Решение. Составим ряд распределения случайной величины ξ : 
 
ξ  2 1 0 1 2 

P  0,1 0,2 0,3 0,3 0,1 
 
Объединив первый и пятый, второй и четвертый столбцы, получим: 
η  0 1 2 
P  0,3 0,5 0,2 
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Ряд распределения случайной величины ξη =  получен.  
 

Пусть ξ  — непрерывная случайная величина. При этом случайная величина 
)(ξη f= может быть как непрерывной, так и дискретной. Будем рассматривать непрерыв-

ные функции ) . Пусть случайная величина (f x ξ  имеет плотность . Тогда ( )xpξ

( ) ( ) ( )( ) ( )∫
<

=<=<=
y)x(f

dxxpyxfPyPyF ξη η . (5.5.1) 

 
Пример 10. Пусть случайная величина ξ  имеет плотность 

( ) 2

2

2
1 x

exp
−

=
πξ . 

Найти распределение случайной величины . 2ξη =
 Решение. В данном случае . Согласно (5.5.1), получим 2)( xxfy ==

( ) ∫
<

−
=

yx

x

dxeyF
2

2

2

2
1
πη .  

Очевидно, что при , функция распределения равна нулю, т.е.0<y 0=)y(Fη . При 

 область 0>y ( )yx <2  совпадает с областью ( )yxy <<− . Отсюда получаем 

( ) dt
t

edxedxeyF
y

t
y xy

y

x

∫∫∫
−

−

−

−
===

0

2

0

22

2
1

2
2

2
1

22

πππη .  

 
Выведем более удобные формулы для вычисления функции ) , где (yFη )(xf=η . 
 
Теорема. Пусть ξ  — непрерывная случайная величина с плотностью ( )xpξ , а слу-

чайная величина η связана с ξ  функциональной зависимостью 
)(xfy = , 

где  — дифференцируемая функция, монотонная на всем участке возможных значе-
ний аргумента 

)(xf
x . 

Тогда плотность распределения случайной величины η  выражается формулой 
( ) ( )( ) ( )yypyp ψψξη ′= , (5.5.2) 

где ψ  — функция, обратная по отношению к функции . )(xf
Доказательство. Пусть  — монотонно возрастающая функция. Тогда )(xf

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) (( )yFyPyfPyfPyPyF ψψξξξη ξη =<=<=<=<= −1 ) .  
Продифференцировав последнее равенство, получаем 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) (yypyF
dy
dyF

dy
dyp ψψψ ξξηη === ) . (5.5.3) 

Пусть  — монотонно убывающая функция. В этом случае  и, следова-

тельно, 

)(xf

( )
( ) 0<′ xf

( ) 01 <=
dy
d′ − yfyψ . Отсюда получаем: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ).yFyP

yPyfPyfPyPyF
ψψξ

ψξξξη

ξ

η

−=≤−=

=>=>=<=<= −

11

1

 

Продифференцировав последнее равенство, получаем 
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( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) (yypyF
dy
dyF

dy
dyp ψψψ ξξηη −=== ) . (5.5.4) 

Учитывая свойства модуля, равенства (5.5.3) и (5.5.4) объединим в одно 
( ) ( )( ) ( )yypyp ψψξη ′= ,  

что совпадает с (5.5.2).  
 

Пример 11. Случайная величина ξ  распределена равномерно в интервале 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ . Найти закон распределения случайной величины ξη sin= . 

 Решение. Функция xy sin=  в интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ  монотонна, следовательно, 

можно применить формулу (5.5.2). Решение задачи удобно расположить в виде таблицы, 
содержащей три столбца: в первом запишем план решения задачи; во втором столбце за-
пишем обозначения функций, принятые в общем случае; в третьем — конкретные функ-
ции, соответствующие данному примеру: 

 
Плотность случай-
ной величины ξ  

( )xpξ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∉

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

.x,

x,

2
;

2
если0

;
2

;
2

если1

ππ

ππ
π

 

Функциональная за-
висимость между 
случайными величи-
нами ξ  и η  

( )xfy =  ( )xsiny =  

Обратная функция ( )yx ψ=  ( )yarcsinx =  
Модуль производной 
обратной функции ( )yψ ′  21

1
y−

 

Плотность случай-
ной величины η  ( ) ( ( )) ( )yypyp ψψξη ′=

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∉

−∈
−

.y,

y,
y

1;1если0

;1;1если
1

11
2π

 
Интервал ( )1;1− , в котором лежат значения случайной величины η , определяется 

областью значений функции ( )xsiny =  для ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

2
ππx .  

 
Следствие из теоремы. Если  — немонотонная функция, то обратная к ней 

функция неоднозначна, и плотность распределения случайной величины определяется в 
виде суммы стольких слагаемых, сколько значений (при данном значении ) имеет об-
ратная функция: 

)(xf

y

( ) ( )( ) ( )∑
=

′=
k

i
ii yypyp

1
ψψξη , (5.5.5) 

где ( ) ( )y,,y kψψ …1  — значения обратной функции для данного . y
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Пример 12. Случайная величина ξ  распределена равномерно в интервале 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ . Найти плотность распределения случайной величины ξη cos= . 

 

 Решение. Функция xcosy =  немонотонная в интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ , ее значения 

лежат в интервале (0,1). В данном случае для любого  обратная функция будет иметь 
два значения: 

y

 
Плотность случай-
ной величины ξ  

( )xpξ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∉

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

.x,

x,

2
;

2
если0

;
2

;
2

если1

ππ

ππ
π

 

Функциональная за-
висимость между 
случайными величи-
нами ξ  и η . 

( )xfy =  ( )xcosy =  

Обратная функция ( )
( )⎩

⎨
⎧

=
.y
,y

x
2

1

ψ
ψ

 
( )
( ).yarccosx
,yarccosx

−=
=

2

1 
 

Модуль производной 
обратной функции ( )yψ ′  21

1
y−

 

Плотность случай-
ной величины η  ( ) ( )( ) ( )∑ ′=

2

ii yypyp ψψξη
=1i

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉

∈
−

.,y,

,y,
y

10при0

;10при
1
2

2π

 

( ) ( )( ) ( )
222

2

1 1

2

1

11

1

11

yyy
yypyp

i
ii

−
=

−
+

−
=′= ∑

= πππ
ψψξη .  
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Глава 6. Числовые характеристики случайных величин 
 

§1. Математическое ожидание случайной  величины 
 

Определение. Математическим ожиданием ξM  дискретной случайной вели-
чины ξ  называется выражение, вычисляемое по формуле: 

∑=
i

ii pxξM , (6.1.1) 

где  — значения случайной величины,  — соответствующие им вероятно-
сти, которые определяются равенством 

,...x,x 21 ,...p,p 21

( )ixi Pp == ξ . 
Для существования математического ожидания необходимо, чтобы ряд (6.1.1) схо-

дился абсолютно, т.е. 
∞<∑ i

i
i px , (6.1.2) 

в противном случае говорят, что математическое ожидание  не существует. 
 

Пример 1. Пусть ξ  — случайная величина, равная числу выпавших очков при 
бросании игрального кубика. Найти математическое ожидание случайной величины ξ . 

 Решение. Случайная величина ξ  имеет следующий ряд распределения: 

ix  1 2 3 4 5 6 

iP  
6
1  

6
1  

6
1  

6
1  

6
1  

6
1  

 
Применяя формулу (6.1.1), получим 

( )
2
7

6
21654321

6
1

==+++++=ξM . 

Таким образом, математическое ожидание числа выпавших очков при бросании 
игрального кубика равно 53 .  ,
 

Пример 2. Найти математическое ожидание случайной величины ξ  — число успе-
хов в схеме Бернулли. 

 Решение. Как известно, распределение случайной величины ξ  задается форму-
лой 

( ) ( n...,,i,qpСiP inii
n 1=== −ξ )  

где p  — вероятность «успеха», pq −= 1 ,  — количество испытаний в схеме Бернулли. n
Используя формулу (6.1.1), получим  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) .npipnpqpСnp

qp
!in!i

!nnpqp
!in!i

!niqpiСiipM

n

i
n

n

i

inii
n

n

i

iniini
n

i

n

i

inii
n

n

i
n

===

=
−−

−
=

−
===

∑∑

∑∑∑∑
−

=
−

−

=

−−
−

=

−−−

==

−

=

1

0
1

1

0

1
1

1

1

000 1
1ξ

  

Таким образом, математическое ожидание числа успехов в схеме Бернулли равно 
.  np

 
Определение. Математическим ожиданием ξM  непрерывной случайной вели-

чины ξ  называется интеграл: 
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∫
+∞

∞−

= dхххрM )(ξ . (6.1.3) 

Условием существования математического ожидания непрерывной случайной ве-
личины является абсолютная сходимость интеграла 

∞<∫
+∞

∞−

dх)х(рх . (6.1.4) 

 
Пример 3. Найти математическое ожидание случайной величины ξ , плотность ко-

торой имеет вид:  

( ) [ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
−=

.b,ax,

,b,ax,
abxp

0

1
 

 Решение: Используя (6.1.3), получим 

2
badx

ab
xdх)х(хрM

a

b

+
=

−
== ∫ ∫

+∞

∞−

ξ .  

 
Пример 4. Найти математическое ожидание случайной величины ξ , плотность ко-

торой имеет вид: 

( ) ( )∞∞−∈=
−

−
;x,ep

)mx(
2

2

2

2
1x σ

πσ
. 

 Решение.  Используя (6.1.3), получим 

dxexdx)x(xpM
)mx(

2

2

2

2
σ

πσ
ξ

−
−+∞

∞−

+∞

∞−
∫∫ == . (6.1.5)  

Делаем замену 
σ

mxt −
=  или σtmx += . В этом случае (6.1.5) примет вид: 

.dtemdttedtemdtetdtemt
t

tttt

∫∫∫∫∫
∞+

∞−

−∞+

∞−

−−
∞+

∞−

−
∞+

∞−

−
∞+

∞−

+=+=
+

ππ
σ

ππ
σ

π
σ

22222

2
2222

2
2222

 (6.1.6) 

Первое слагаемое равно нулю, т.к. равен нулю интеграл  

022

22

=−=

∞

∞−

−
∞+

∞−

−

∫
tt

edtte . 

Интеграл во втором слагаемом равен 1, т.к. этот интеграл равен функции распреде-
ления нормального закона с параметрами ( )10,  при значении аргумента равным +∞=x , 
т.е. 

( ) 1
2

2

2

=∞+Φ=∫
∞+

∞−

−

dte
t

π
. 

Таким образом, математическое ожидание равно mM =ξ .  
 
Пример 5. Случайная величина ξ  имеет плотность Коши:  

( ) ( ) ( +∞∞−∈
+

= ;x,
x

xp 21
1

π
) . (6.1.7)  

Проверить, имеет ли случайная величина ξ  математическое ожидание. 
 Решение. Проверим условие (6.1.4) существования математического ожидания  
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( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

∞=
+

= dx
x

x
dх)х(рх 21π

. 

Математическое ожидание случайной величины ξ , имеющей плотность Коши, не 
существует, т.к. условие существования математического ожидания не выполнено.  
 

§2. Математическое ожидание функции от случайной величи-
ны. Свойства математического ожидания 

 
Пусть ( )ξη f=

(
 — функция от случайной величины. Определим математическое 

ожидание )ξη Mf=M . Это возможно сделать двумя способами. Первый способ состоит в 
том, что сначала строится распределение случайной величины η , затем уже находим ηM . 
Мы рассмотрим другой способ. Пусть сначала ξ  — дискретная случайная величина, при-
нимающая значения . Тогда случайная величина nx,...,x1 ( )ξη f=  принимает значения 

 с теми же вероятностями ( ) f,...,xf 1 ( nx ) ( ) ( ) ( )( )iii xfxPp fP ==== ξξ . В этом случае 
математическое ожидание определяется по формуле 

( ) ( )∑
=

==
n

i
ii pxfMfM

1
ξξ . (6.2.1)  

 
В случае, если случайная величина ξ  принимает счетное число значений, то мате-

матическое ожидание случайной величины ξ  определяется по формуле  

( ) ( )∑
∞

=

==
1i

ii pxfMfM ξη . (6.2.2) 

При этом условие существования математического ожидания (6.1.4) примет вид: 

( ) ∞<∑
i

ii p|xf| . (6.2.3) 

 
Пример 6. Случайная величина ξ  имеет ряд распределения: 

 
ξ  4 16 100 
P  0,7 0,1 0,2 

Найти математическое ожидание математической величины: ξξη += . 
 Решение. Для решения задачи применим формулу (6.2.1).  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) .,,,,,

pXXMM i
i

ii

22822224100100201616104470

3

1

=++=+++++=

=+=+= ∑
=

ξξη
 

Таким образом, математическое ожидание математической величины ξξη +=  
равно 28,2.  
 

Пусть ξ  — непрерывная случайная величина, имеющая плотность распределения 
. Пусть функция  непрерывная (за исключением, быть может, счетного чис-

ла точек). Тогда математическое ожидание случайной величины 
( )xpξ ( )xfy =

( )ξη f=  определяется по 
формуле  
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( ) ( ) ( )dxxpxfMfM ∫
+∞

∞−

== ξξη . (6.2.4) 

Условие существования математического ожидания случайной величины ( )ξη f=  
имеет вид: 

∞<∫
+∞

∞−

dxxpxf )()( ξ . (6.2.5) 

 
Пример 7. Случайная величина ξ  имеет нормальное распределение с параметрами 

, т.е. ее плотность имеет вид: ( 10, )

( ) ( )∞+∞−∈=
−

;x,exp
x
2

2

2
1
π

. 

Найти математическое ожидание случайной величины ba += ξη . 
 Решение. Используя формулу (6.2.4), получаем:  

( ) bbaebdxexadxebxaM
xxx

=+⋅=+=+= ∫∫∫
+∞

∞−

−−
+∞

∞−

−
+∞

∞−

0
2
1

22
1 222

222

πππ
η .  

 
Пример 8. Случайная величина ξ  распределена равномерно  в интервале 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

22
ππ ; , т.е.  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∉

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

=

22
0

22
1

ππ

ππ
π

;x,

,;x,
xp  

Найти математическое ожидание случайной величины ( )ξη sin= . 
 Решение. Используя формулу (6.2.4.) , получаем: 

( ) ( ) 012

2

=== ∫∫
−

∞+

∞−

dxхsindххрxfM

π

π π
η .  

 
Свойства математического ожидания. 
1. Математическое ожидание постоянной равно самой этой постоянной, т.е.  

CMC = , где . constC =
Доказательство. Постоянную С  можно рассматривать как случайную величину, 

принимающую только одно значение  с вероятностью 1. Следовательно, С
( ) CCCPCMC =⋅=== 1ξ .  

2. ( ) baMbaM +=+ ξξ . 
Доказательство. Пусть ξ  — непрерывная случайная величина. Тогда для случай-

ной величины ba += ξη  по формуле (6.2.4.) получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .baMdxxpbdxxxpdxxpbaxbaMM +=+=+=+= ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

ξξη ξξξ  

Аналогично доказывается и для дискретной случайной величины.  
 
3. Для любых случайных величин ξ  и ψ  математическое ожидание их суммы слу-

чайных величин равно сумме их математических ожиданий, т.е. 
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( ) ψξψξ MMM +=+ . 
Доказательство. Пусть случайные величины ξ  и ψ  — дискретные. Случайная ве-

личина ξ  принимает значения , а случайная величина nX,...,X 1 ψ  принимает значения 
. Рассмотрим случайную величину mY,...,Y1 ψξη +=  ( )( )yxy,xg += . Случайная величина 

η  принимает значения ( )ji y,xg  с вероятностями ( )ji ,ijp YXP === ψξ . Тогда: 

( ) ( )

.MMpypx

pxpxpypxpyxMM

m

j
jj

n

i
ii

n

i
ij

m

j
i

m

j
ij

n

i
i

n

i

m

j
ijj

n

i

m

j
iji

n

i

m

j
ijji

ψξ

ψξη

ψξ +=+=

=+=+=+=+=

∑∑

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑

==

===== == == =

11

11111 11 11 1  

При доказательстве воспользовались тем, что 

i

m

j
ij pp ξ=∑

=1
 и . j

n

i
ij pp ψ=∑

=1

Действительно, учитывая, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ii

m

j
ji

m

j
ji XXYXY,X ==Ω======= ∑∑

==

ξξψξψξ
11

, 

то  

( ) ( ) ( ) ∑∑∑
===

====⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=====

m

j
ij

m

j
ji

m

j
jiii pY,XPY,XPXPp

111

ψξψξξξ , 

аналогично доказывается, что  

j

n

i
ij pp ψ=∑

=1

. 

Аналогично доказывается и для непрерывной случайной величины.  
 
4. Если ξ  и ψ  независимые случайные величины, то математическое ожидание 

произведения случайных величин равно произведению их математических ожиданий, т.е. 
( ) ψξξψ MMM = . 

Доказательство. Пусть величины ξ  и ψ  — дискретные. В силу независимости 
случайных величин имеет место равенство: 

( ) ( ) ( ) jijijiij ppYPXPY,XPp ψξψξψξ ======= . Тогда 

( ) ( ) ( )

.MMpypx

YPXPyxpyxM

m

j
jj

n

i
ii

n

i

m

j
jiji

n

i

m

j
ijji

ψξ

ψξξψ

ψξ ∑∑

∑∑∑∑

==

= == =

==

=====

11

1 11 1
  

Аналогично доказывается и для дискретной случайной величины.  
Заметим, что свойство 3 допускает обобщение на сумму любого числа слагаемых, а 

свойство 4 допускает обобщение на произведение любого числа независимых (в совокуп-
ности) сомножителей. 

 
Пример 9. Найти математическое ожидание случайной величины ξ  — число успе-

хов в схеме Бернулли. 
 Решение. Представим число успехов ξ  в схеме Бернулли из n испытаний в виде 

n1 ϑϑξ ++= ... , где iϑ  — число успехов в i-ом испытании. Очевидно, что 
( )pM i −= 10 p=p+1ϑ . По свойству 3 математического ожидания, получаем 
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( ) nppM...MMM
n

i
n ==++=++= ∑

=1
1n1 ... ϑϑϑϑξ .  

Этот результат совпадает с результатом примера 3, но получен более легкими вычисле-
ниями.  
 

Пример 10. Производится ряд независимых опытов, в каждом из которых может 
появиться событие A. Вероятность события A в каждом опыте равна p. Опыты произво-
дятся до первого появления события А, после чего они прекращаются. Случайная величи-
на ξ  — число произведенных опытов. Найти ξM . 

 Решение. Рассмотрим событие ( )1=ξ , в этом случае событие A произошло при 
первом опыте, т.о. ( ) pP == 1ξ . Перейдем к событию ( )2=ξ , в этом случае событие A 
при первом опыте не произошло, но произошло при втором опыте, т.о. ( ) ( )ppP −== 12ξ . 
Производя аналогичные рассуждения, получаем ряд распределения: 
 

ξ  1 2 3 … i  
P  p  ( )pp−1 ( ) pp 21− … ( ) pp i 11 −−

 
Используя формулу (6.1.1), получим: 

( ) ( )

( )
.

pq
p

q
q

dq
dpq

dq
dp

iqppiqppiiiPM

i

i

i

i

i

i

i

i
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1
1

1
1

1
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1

1

1

1

1

1

1

1
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=
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∑

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

−
∞

=

−
∞

=

−
∞

=

ξξ
 

Таким образом, математическое ожидание равно 
p
1 .  

 
Пример 11. Независимые случайные величины ξ  и η  заданы своими рядами рас-

пределений: 
 

ξ -1 0 1
P 1/4 1/4 1/2         

η 2 1 0
P 1/3 1/2 1/6  

 
Для случайной величины ηξ +=Z  найти математическое ожидание двумя способами: 

1) по определению математического ожидания; 
2) по свойствам математического ожидания. 

 Решение. Рассмотрим 1 способ нахождения математического ожидания. Для 
этого составим ряд распределения случайной величины Z . Для этого удобно воспользо-
ваться таблицей сумм ηξ +  и соответствующих им вероятностей. Например: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
12
1

3
1

4
12121 =⋅==−=ξP==−= ηηξ PP ∩ . 

ξ          η 2 1 0

1 0 -1
1/12 1/8 1/24

2 1 0
1/12 1/8 1/24

3 2 1
1/6 1/4 1/12

-1

0

1
 

Далее очень легко получить ряд распределения случайной величины Z .  
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Z 3 2 1 0 -1
P 1/6 1/3 7/24 1/6 1/24  

 
Естественно, можно было бы обойтись и без таблицы. Например: 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.

PPPPPP

PP

24
7

12
1

8
1

12
1

6
1

2
1

2
1

4
1

3
1

4
1011021
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Используя ряд распределения, находим математическое ожидание  

( )
12
17

24
11

6
10

24
71

3
12

6
13 =⋅−+⋅+⋅+⋅+⋅=MZ . 

Перейдем ко второму способу нахождения математического ожидания случайной 
величины ηξ +=Z . Используя свойство 3, получим: 

( )
12
17

6
7

4
1

6
10

2
11

3
12

2
11

4
10

4
11 =+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅+⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅+⋅−=+=+= ηξηξ MMMMZ .  

 

§3. Дисперсия. Моменты высших порядков 
 

Определение. Моментом k-го порядка называется выражение, вычисляемое по 
формулам: 
а) для дискретной случайной величины: 

∑=
i

i
k
i

k pxMξ , (6.3.1) 

б) для непрерывной случайной величины: 

∫
+∞

∞−

= dxxpxM kk )(ξ . (6.3.2) 

 
Для существования момента к-ого порядка необходимо: 
а) для дискретной случайной величины — абсолютная сходимость ряда 

∑ ∞<
i

i
k
i px , (6.3.3) 

б) для непрерывной случайной величины — абсолютная сходимость интеграла 

∞<∫
+∞

∞−

dxxpxk )( . (6.3.4) 

Поскольку 11 +≤− kk ξξ , то из существования момента к-го порядка вытекает су-
ществование момента (к-1)-го порядка и, следовательно, всех моментов меньших поряд-
ков. 
  

Определение. Момент k-го порядка величины  называется централь-
ным моментом k-го порядка. 

ξξξ M−=
0

Особую роль играет второй центральный момент, который называется дисперсией 
и обозначается ξD .  

Определение. Дисперсией случайной величины ξ  называется математическое 
ожидание квадрата отклонения случайной величины от своего математического ожида-
ния: 
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( 2ξξξ MMD −= ) . (6.3.5) 
Свойства дисперсии. 
1. Дисперсия постоянной величины равна нулю, т.е.  

( ) ( ) 0022 ==−=−= MCCMMCCMDC .  
2. Дисперсия является неотрицательной величиной, т.е. 0≥ξD . 
3. Для любых действительных чисел  и  справедливо равенство  a b
( ) bDabaD +=+ ξξ 2 . 

Доказательство. Из свойства 2 математического ожидания получаем: 
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) .DaMMaaMaM

baMbaMbaMbaMbaD

ξξξξξ

ξξξξξ
2222

22

=−=−=

=−−+=+−+=+
 

 
4. . ( )22 ξξξ MMD −=
Доказательство. Используя определение дисперсии и свойства 2 и 3 математиче-

ского ожидания, получаем: 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) .MMMMM

MMMMMMMMMMD
22222

22222

2

22

ξξξξξ

ξξξξξξξξξξξ

−=+−=

=+−=+−=−=
 

 
5. Если ξ  и η  независимые случайные величины, дисперсия суммы случайных ве-

личин равна сумме дисперсий случайных величин, т.е. 
( ) ηξηξ DDD +=+ . 

Доказательство. Если ξ  и η  независимые случайные величины, то и случайные 

величины  и  будут независимыми. Тогда, используя свойства 2-4 
математического ожидания, получаем: 

ξξξ M−=
0

ηηη M=
0

−

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )

.DD
DMMMMDMMMMM

MMMMMMMD

ηξ
ηηηξξξηηηηξξ

ξξηηξξηξηξηξ

+=
=+−−+=−+−−+

+−=−+−=+−+=+

22 2

222

 

 
Очевидно, что дисперсия ξD  имеет размерность квадрата случайной величины ξ . 

Для практических же целей удобно иметь числовую характеристику, размерность которой 
совпадает с размерностью ξ . 
 

Определение. Средним квадратичным отклонением случайной величины ξ на-
зывается выражение, вычисляемое по формуле: 

ξσ D= . (6.3.6) 
 

Пример 12. Найти дисперсию случайной величины ξ , плотность которой имеет 
вид (равномерно распределенной на отрезке [ ]b,a ): 

( ) [ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
−=

.b,ax,

,b,ax,
abxp

0

1
 

 Решение. Используя определение дисперсии ( )2ξξξ MMD −= , формулу для 
вычисления дисперсии непрерывной случайной величины (6.3.2) и результат примера 4, 
получаем: 
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( ) ( )
12

1
2

22
2 abdx

ab
abxMMD

b

a

−
=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=−= ∫ξξξ .  

 
Пример 13. Найти дисперсию случайной величины ξ , распределенной по нор-

мальному закону с параметрами ( )2σ,m  (см. Пример 4). 
 Решение. Используя определение дисперсии ( )2ξξξ MMD −= , формулу для 

вычисления дисперсии непрерывной случайной величины (6.3.2) и результат примера 5, 
получаем:  

( ) ( )∫
+∞

∞−

−
−

−=−= dxemxMMD
)mx(

2

2

222

2
1 σ

πσ
ξξξ . (6.3.5) 

Делаем замену 
σ

mxt −
=  или σtmx += , при этом dtdx σ= . В этом случае выражение 

(6.3.5) примет вид: 

.dteet)e(dtdtet tttt
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Пример 14. При условии примера 11 найти дисперсию случайной величины Z . 

 Решение. Рассмотрим 1 способ нахождения дисперсии, используя ряд распреде-
ления случайной величины Z , найденный в примере 12, 

 
Z 3 2 1 0 -1
P 1/6 1/3 7/24 1/6 1/24  

и свойство 4 дисперсии, получим: 
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Напомним, что математическое ожидание 
12
17

=MZ  было найдено в примере 12. 

Перейдем ко второму способу нахождения математического ожидания случайной 
величины ηξ +=Z . Используя свойство 5 дисперсии случайной величины, получим:  
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11)( =+=+=+= ηξηξ DDDDz .  
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Глава 7. Элементы математической статистики 
 

§1. Основные понятия и основные задачи математической 
статистики 

 
В математической статистике исследуются способы получения выводов на основе 

эмпирических (опытных) данных. Основными понятиями математической статистики яв-
ляются: генеральная совокупность, выборка, теоретическая функция распределения. 

Определение. Генеральной совокупностью  называются все возможные результа-
ты наблюдений, которые могут быть сделаны при данном комплексе условий.  

В некоторых задачах генеральную совокупность рассматривают как случайную ве-
личину X . Примером генеральной совокупности может быть все население страны. В 
этой совокупности нас могут интересовать, например, возраст жителей. Другим примером 
генеральной совокупности являются детали, изготовленные на данном станке. Эти детали 
могут быть качественными и бракованными. 

Определение. Выборочной совокупностью (выборкой) называется множество ре-
зультатов, случайно отобранных из генеральной совокупности. 

Выборка должна быть репрезентативной, т.е. правильно отражать пропорции гене-
ральной совокупности. Это достигается случайностью отбора, когда все объекты гене-
ральной совокупности имеют одинаковую вероятность быть отобранными. 

Определение. Число объектов в совокупности (генеральной или выборочной) на-
зывается ее объемом. 

Объем генеральной совокупности обозначим символом , а объем выборочной 
совокупности обозначим символом n . При этом подразумевается, что . 

N
Nn <<

Заметим, что сам процесс выбора можно осуществлять разными способами: выбрав 
объект и определив его значение, изымать объект и не допускать к последующим испыта-
ниям (выборка без возвращения); после определения его значения объект возвращается в 
генеральную совокупность (выборка с возвращением). Очевидно, что при достаточно 
большом объеме генеральной совокупности исчезает различие между выборками с воз-
вращением и без возвращения. Будем рассматривать случай бесконечно большого объема 
генеральной совокупности. 

Основные задачи математической статистики: 
1. Оценка значения неизвестной вероятности случайного события; 
2. Определение неизвестной теоретической функции распределения; 
3. Определение неизвестных параметров распределения теоретической функции 

распределения; 
4. Проверка статистических гипотез; 
5. Оценка зависимости. 

 

§2. Простейшие статистические преобразования 
 
Для обоснованных статистических выводов необходимо иметь выборку достаточно 

большого объема . Очевидно, что использование и хранение такой выборки весьма за-
труднительно. Чтобы избавиться от данных проблем, используют понятие статистики. 

n

Определение. Статистикой ( )nS,...,S,SS 21=  называется произвольная k-мерная 
функция от выборки : nX,...,X,X 21
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( )

( ).X,...,X,XSS
...

,X,...,X,XSS

nkk

n

21

2111

=

=
 

 
Как функция от случайного вектора ( )nX,...,X,X 21  статистика  

также будет случайным вектором. 
( )nS,...,S,SS 21=

Определение. Вариационным рядом  является выборка 
, элементы которой расположены в порядке возрастания элементов: 

. 

∗∗∗
nX,...,X,X 21

nX,...,X,X 21
∗∗ ≤≤ ...XX 21

∗≤ nX
Очевидно, что данное преобразование не приводит к потере информации относи-

тельно теоретической функции распределения. 
Для величин  и  употребляют название «крайние члены вариационного ря-

да». 

∗
1X ∗

nX

Определение. Размахом варьирования называется разность между крайними чле-
нами вариационного ряда, т.е. 

∗∗ −= 1XXR n . (7.2.1) 
Если среди элементов выборки  имеются одинаковые, что происходит 

при наблюдении дискретной случайной величины, то целесообразно произвести группи-
ровку данных. 

nX,...,X,X 21

Определение. Значение выборки , соответствующее отдельной группе 
сгруппированного ряда наблюдаемых данных, называется вариантой, а численность от-
дельной группы сгруппированного ряда наблюдаемых данных, называется частотой или 
весом варианты. 

nX,...,X,X 21

Если  — индекс варианты, то  — число значений i -ой варианты.  i in
Определение. Отношение частоты  к общей сумме всех частот  называ-

ется относительной частотой варианты и обозначается 

in nni =∑

n
n

p i
i =
∗ . 

Определение. Статистическим рядом называется расположенная по возрастанию 
совокупность различных вариант , представляющих выборку , с соответст-
вующими им частотами или относительными частотами. 

iZ nX,...,X,X 21

При наблюдении непрерывной случайной величины используют интервальный ряд. 
В этом случае весь возможный интервал, которому принадлежат значения выборки, раз-
бивают на конечное число частичных интервалов и подсчитывают частоту попадания 
элементов выборки в каждый частичный интервал. 

Определение. Интервальным рядом называется упорядоченная последователь-
ность интервалов с соответствующими им частотами или относительными частотами по-
падания элементов выборки в каждый из этих интервалов. 

Пример 1. В городе A для определения сроков гарантированного обслуживания 
проведено исследование величины среднего пробега автомобилей, находящихся в экс-
плуатации в течение двух лет. Получены следующие результаты (тыс. км.): 

3,0; 25,0; 18,6; 12,1; 10,6; 18,0; 17,3; 29,1; 20,0; 18,3; 21,5; 26,7; 12,2; 14,4; 7,3; 9,1; 
2,9; 5,4; 40,1; 16,8; 11,2; 9,9; 25,3; 4,2; 29,6. 

Составить интервальный ряд. 
 Решение. Очевидно, что величина среднего пробега автомобилей, находящихся 

в эксплуатации в течение двух лет, является непрерывной случайной величиной. Полу-
ченные данные представляют собой выборку из 25=n  наблюдений. Найдем сначала ми-
нимальное и максимальное значения случайной величины (т.е. крайние члены вариацион-
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ного ряда):  и 92,X min = 140,X max = . Размах варьирования будет равен 
.  21 ,XXR n =−= ∗∗ 3792140 ,, =−

Возьмем число частичных интервалов 6=l . В этом случае длина частичного ин-
тервала равна 

6
237,

n
Rh === 1

n
XX n =

− ∗∗

<ix

26,

1

. 

Соответствующий интервальный ряд приведен в таблице 7.1. 
Таблица 7.1 

Номер 
интервала 

i  

Средний пробег автомобилей 
(интервалы) 

+≤ ixX  

Частота 
in  

 

Относительная частота 

n
n

p i
i =
∗  

1 2,9 — 9,1 6 0,24 
2 9,1 — 15,3 6 0,24 
3 15,3 — 21,5 7 0,28 
4 21,5 — 27,7 3 0,12 
5 27,7 — 33,9 2 0,08 
6 33,9 — 40,1 1 0,04 

 
 

Пример 2. Наблюдается число выигрышей в мгновенной лотерее. В результате на-
блюдения получены следующие значения выигрышей (тыс. руб.): 

0, 1, 0, 0, 5, 0, 10, 0, 1, 0, 0, 1, 5, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 5, 0, 5, 0, 0, 1, 1, 1, 5, 10, 0, 
1, 1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 1, 0.  

Требуется составить статистический ряд случайной величины X  — выигрыша в 
мгновенной лотерее. 

 Решение. Случайная величина X  принимает 4 различных значения: 0, 1, 5 и 10. 
Для каждого значения подсчитаем частоту и относительную частоту. Результаты задачи 
представим в таблице 7.2. 

Таблица 7.2 

№ i  1 2 3 4 

Выигрыш в мгновенной лотерее iZ  0 1 5 10 

Частота in  31 14 7 2 

Относительная частота 
∗
ip  31/54 7/27 7/54 1/27 

 
 

§3. Эмпирическая функция распределения 
 

По статистическом ряду, приведенному в таблице 7.3,  
Таблица 7.3 

№ 1 2 … L  
Варианты iZ  1Z  2Z  … LZ  
Относительная 
частота  ∗

ip n
np 1

1 =∗  
n
np 2

2 =
∗  … 

n
np L=∗

1  

можно построить эмпирическую (выборочную) функцию распределения. 
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Определение. Эмпирической (выборочной) функцией распределения называет-
ся функция , задающая для каждого значения ( )xF ∗ x  относительную частоту события 

.  xX <
Следовательно, по определению 

( )
n
n

xF x=∗ , (7.3.1) 

где  — число элементов выборки, значения которых меньше xn x .  
Очевидно, что для нахождения функции распределения можно использовать фор-

мулу 
( ) ∑

<

∗∗ =
xZ

i
i

pxF . (7.3.2) 

Эмпирическую функцию распределения можно задать таблично или графически. 
Построим эмпирическую функцию распределения по данным, приведенным в таблице 7.2.  

Объем выборки по условию примера 54=n . Наименьшая варианта равна 0, следо-
вательно,  при . Тогда 0=xn 0≤x ( ) 0=∗ xF 054 =/  при 0≤x . Если , то неравен-
ство выполняется для варианты 1

10 ≤< x
x  X < 0=z орая встречается 31 раз, поэтому 31, кот =xn  

= 5≤< x , венство xXи . Если F ( )x∗ 5431 /  1 то нера <  вы яется для вариант 01полн =z  и 
, кот встречаются 31 и 14 раз соответственно, поэтому, 45143112 =z орые  =+=xn , 

 т  вычисления ( )x = 5445 /  иF ∗ .д. Результаты ( )xF ∗  приведем в таблице 7.4 
 

Таблица 7.4 

x  ( )xF ∗  
0≤x  0 

10 ≤< x  ( )
54
31

1 == ∗∗ pxF  

51 ≤< x  ( )
54
45

54
1431

21 =
+

=+= ∗∗∗ ppxF  

015 ≤< x  ( )
54
52

54
71431

321 =
++

=++= ∗∗∗∗ pppxF  

10>x  ( ) 1
54

271431
4321 =

+++
=+++= ∗∗∗∗∗ ppppxF  

График этой нкции приведен на рис. 7.1. фу
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В случае интервального ряда значения эмпирической функции  подсчитыва-

ют на концах частичных интервалов. 
( )xF ∗

Эмпирическая функция ( )xF ∗  применяется для оценивания теоретической функ-
ции распределения генеральной совокупности. 

 

§4. Полигон и гистограмма  
 

Определение. Полигоном частот (многоугольником распределения) называется 
ломаная линия, проходящая через точки с координатами ( )ii n,Z , где  — варианты ста-
тистического ряда, а  — соответствующие им частоты. 

iZ

in
Если ломаная линия строится по точкам ( )∗ii p,Z , где  — относительные часто-

ты, то получаем полигон относительных часто

∗
ip

т. 
Построим полигон относительных частот для выборки из примера 2. Используя 

статистический ряд, представленный в таблице 7.2, получаем полигон относительных час-
тот, изображенный на рис. 7.2. 

 
 
В случае непрерывной случайной величины выборку преобразуют следующим об-

разом. Всю ось абсцисс делят на интервалы ( )1+ii x,x  длины iii xx −=Δ +1  и определяют 
функцию , которая на -м  интервале принимает значение  ( )xf ∗ i
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( ) ( )
i

i

i n
nxpxf
Δ

=
Δ

=
∗

∗ , (7.4.1) 

где  — число элементов выборки, попавших в интервал. in
Определение. Функция ( )xf ∗ , определенная соотношением (7.4.1), называется 

гистограммой. 
Гистограмма является выборочной оценкой плотности вероятности. 
Построим гистограмму по данным, приведенным в примере 1. Длина каждого ин-

тервала равна 26,i =Δ . Подсчитаем значения 
i

i

n
n
Δ

: 

 
1+≤< ii xXx  2,9 — 9,1 9,1 — 15,3 15,3—21,5 21,5—27,7 27,7—33,9 33,9—40,1 

i

i

n
n
Δ

 0,038710 0,038710 0,045161 0,019355 0,012903 0,006452 

 
На рис. 7.3 представлена гистограмма примера 1. 
 

 
 
Графическое изображение статистических рядов в виде полигона и гистограммы 

позволяет получить первоначальное представление о закономерностях, имеющих место в 
совокупности наблюдений. 
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Глава 8. Статистическое оценивание 
 

§1. Точечные оценки. Выборочная средняя и выборочная дис-
персия 

 
Пусть θ  — некоторый параметр закона распределения генеральной совокупности. 
Определение. Точечной оценкой  параметра *

nθ θ  называется произвольная функ-
ция  случайной выборки . ( nn X...,,X 1

∗θ ) nX 1 X...,,
Статическая оценка является случайной величиной и меняется в зависимости от 

выборки. Опишем свойства, которым должна удовлетворять оценка . *
nθ

Определение. Оценка  называется несмещенной, если ее математическое ожи-
дание равно оцениваемому параметру, т.е. 

∗
nθ

( ) θθ =*
nM . (8.1.1) 

Определение. Оценка  называется состоятельной, если с ростом объема выборки 
она сходится к оцениваемому параметру. Можно рассматривать сходимость различных 
типов: по вероятности, с вероятностью равной единице, в среднем квадратичном и т.д. 
Как правило, рассматривается сходимость по вероятности, т.е. состоятельной называется 
оценка , которая для каждого 

∗
nθ

∗
nθ 0>ε  при всех возможных значениях неизвестного пара-

метра θ  удовлетворяет соотношению 
{ } 0=>−Ρ ∗

∞→
εθθnn

lim . (8.1.2) 

Определение. Несмещенная оценка  называется эффективной, если она имеет 
наименьшую дисперсию среди всех возможных несмещенных оценок параметра 

∗
nθ

θ , вы-
численных по случайным выборкам одного и того же объема. 

Если оценка не является несмещенной, то она будет либо завышать значение θ , 
либо занижать его. В обоих случаях это приводит к систематическим ошибкам одного 
знака в оценке параметра θ . Состоятельность оценки обосновывает увеличение объема 
случайной выборки, так как при этом становится менее вероятной возможность большой 
ошибки в оценке параметра θ . 

Замечание. В дальнейшем вместо обозначения  будем использовать . ∗
nθ

∗θ
Определение. Выборочной средней называется среднее арифметическое получен-

ных по выборке значений 

∑
=

∗ =
n

i
iX

n
m

1

1 . (8.1.3) 

Определение. Вторым выборочным моментом называется среднее арифметиче-
ское квадратов, полученных по выборке значений 

∑
=

∗ =
n

i
iX

n
m

1

2
2

1 . (8.1.4) 

Определение. Выборочной дисперсией называется среднее арифметическое квад-
ратов отклонений значений в случайной выборке от выборочной средней 

( ) (∑
=

∗∗∗∗
−=−=

n

i
i mmmX

n 1

2
2

22 1σ ) . (8.1.5) 

Определение. Исправленной выборочной дисперсией называется произведение 

выборочной дисперсии на величину 
1−n

n , т.е. 
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(∑
=

∗∗∗
−

−
=

−
=

n

i
i mX

nn
nS

1

222

1
1

1
σ ) . (8.1.6) 

Пример 1. Проверить, является ли второй выборочный момент  несмещенной 
оценкой второго теоретического момента.  

∗
2m

 Решение. Найдем математическое ожидание оценки . *
2m

( ) ( ) ( ) 2
1

2
22

2
2

1
22

2
2

12
111 mm
n

MX...MXMX
n

X...XXM
n

mM
n

i
nn ==+++=+++= ∑

=

∗ .  

 
Пример 2. Проверить, является ли оценка  несмещенной. *2σ

 Решение. 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) .11111

122

211

222
22

1
2

2
22

1 1
2

1 1
22

1

2
2

1

22

1

22

σσ

σ

≠
−

=
−

−−=−−=

=+−=+−=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

∑ ∑

∑∑∑∑∑

∑∑

=
≠

= == ==

∗∗

=

∗∗

=

∗

n
nm

n
nm

n
mXXM

n
XM

n
m

XXM
n

XXM
n

mmMXmM
n

m

mXmX
n

MmX
n

MM

n

i
ji

j,i
jii

n

i

n

j
ji

n

i

n

j
ji

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

*

 

Таким образом,  является смещенной оценкой дисперсии . Очевидно, что 
 будет уже несмещенной оценкой дисперсии .  

*2σ 2σ
∗2S 2σ

 

§2. Метод моментов 
 

Пусть имеется выборка , произведенная из генеральной совокупности с 
теоретической функцией распределения 

nX,...,X1

( )xF , зависящей от  параметров k k,...,θθ1 , кото-
рые нужно оценить. Зная функцию распределения, можно найти первые  теоретических 
моментов, которые будут зависеть от параметров 

k
k,...,θθ1 : 

( )
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==

==

==

,,...,mMXm
...

,,...,mMXm

,,...,mMXm

kk
k

k

k

k

θθ

θθ

θθ

1

12
2

2

111

 (8.2.1) 

где X  — случайная величина, имеющая функцию распределения . ( )xF
Метод моментов состоит в том, что в системе (8.2.1) при большом объёме выборки 

 теоретические моменты  заменяются на выборочные , а затем, решая 
эту систему относительно 
n km,...,m1

k,...,

∗∗
km,...,m1

θθ1
∗θ1

, находят оценки  неизвестных параметров. Таким обра-
зом, в методе моментов оценки  неизвестных параметров ∗

k,...,θ k,...,θθ1  определяются 
из системы уравнений 

( )
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

.,...,mm
...

,,...,mm

,,...,mm

kkk

k

k

θθ

θθ

θθ

1

122

111

 (8.2.2) 

Метод моментов был предложен в 1894 г. К. Пирсоном. Оценки, полученные мето-
дом моментов, как правило, являются состоятельными. 
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Пример 3. Выборка  произведена из генеральной совокупности с теоре-
тической функцией распределения, имеющей плотность показательного закона 

nX,...,X1

( ) ( ) xe,xpxp θθθ −==   ).0( ≥x
Найти оценку параметра θ . 

 Решение. Математическое ожидание случайной величины X , имеющей плот-
ность показательного закона, задаётся формулой 

.dxexdx)x(xpMXm x

θ
θ θ 1

00
1 ==== ∫∫

∞
−

∞

 

Используя систему (8.2.2), получаем ∗
∗ =

θ
1

1m . 

Откуда окончательно получаем ∗
∗ =

m
1θ .  

 

§3. Метод максимального правдоподобия  
 

 Метод максимального правдоподобия является наиболее распространенным 
методом нахождения оценок. Метод максимального правдоподобия опирается на исполь-
зование условий экстремума функций одной или нескольких случайных величин. В каче-
стве такой функции используется функция правдоподобия. 

Определение. Функцией правдоподобия называется функция  
( ) ( ) ( ) ( )θθθ ;XP;XP;X,...,XLX,...,XL nnn ⋅⋅⋅== 111  (8.3.1) 

в дискретном случае и 
( ) ( ) ( ) ( )θθθ ;Xp;Xp;X,...,XLX,...,XL nnn ⋅⋅⋅== 111 (8.3.2) 

в непрерывном случае. 
В функции правдоподобия ( )θ;X,...,XL n1  элементы выборки  являются 

фиксированными параметрами, а 
nX,...,X 1

θ  — аргументом. 
Определение. Оценкой максимального правдоподобия называется такое , для 

которого  
∗θ

( ) ( θθ
θ

;X,...,XLmax;X,...,XL nn 11 =∗ ) . (8.3.3) 

Поскольку  и  принимают максимум при одном и том же значении аргумен-
та 

L ( )Lln
θ , то при практической реализации метода максимального правдоподобия удобно ис-

пользовать не саму функцию правдоподобия, а ее логарифм. 
Определение. Уравнением правдоподобия называется уравнение 

(( 01 =
∂
∂ θ ))
θ

;X,...,XLln n . (8.3.4) 

В случае, когда теоретическая функция распределения ( )kn ,...,;X,...,XF θθ11  зави-
сит от нескольких параметров k,..., θθ1 , при применении метода максимального правдопо-
добия вместо уравнения (8.3.4) необходимо использовать систему уравнений 

( )( )

( )( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

.,...,;X,...,XLln

...

,,...,;X,...,XLln

kn
k

kn

0

0

11

11
1

θθ
θ

θθ
θ

 (8.3.5) 

Пример 4. Найти оценки параметров  (математическое ожидание) и  (диспер-
сия) нормального закона распределения. 

m 2σ
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 Решение. Нормальный закон распределения характеризуется плотностью рас-
пределения 

( )
( )

2

2

22

2
1 σ

σπ
σ

mx

e,m,xp
−

−
= . 

Функция правдоподобия примет вид: 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
.e

ee,m;X,...,XL

mX...mX
n

mXmX

n

n

n

22
12

2

2

2

2
1

2
1

222
1

2
1

2
1

2
1

−++−−

−
−

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=⋅⋅⋅=

σ

σσ

σπ

σπσπ
σ

 (8.3.6) 

Логарифмируя выражение (8.3.6), получим  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )22
12

22
1 2

12
2

mX...mXlnn,m;X,...,XLln nn −++−−−=
σ

πσσ . (8.3.7) 

Подставляя (8.3.7) в систему (8.3.5), получим 

( )( )

( )( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=

∂
∂

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

∑

∑

=

=

.nmX,m;X,...,XLln

,nmX,m;X,...,XLln
m

n

i
in

n

i
in

01

01

2

1

2
2

2
12

1
2

2
1

σ
σ

σ
σ

σ
σ

 (8.3.8) 

Из первого уравнения системы (8.3.8) получаем 

∑
=

∗ =
n

i
iX

n
m

1

1 , (8.3.9) 

а из второго уравнения системы (8.3.8), с учетом (8.3.9), получаем 

( )∑
=

∗∗
−=

n

i
i mX

n 1

22 1σ . 

Следует отметить, что полученная оценка является смещенной. 
Читателю предлагается самостоятельно показать, что  и  доставляют макси-

мум функции правдоподобия 

∗m 2σ
( )2

1 σ,m;X,...,XL n .  
 

§4. Интервальные оценки (доверительные интервалы) 
 

 Статистическая оценка  некоторого параметра распределения ∗θ θ  наблю-
даемой случайной величины X , будучи функцией случайной выборки (статистикой), сама 
является случайной величиной, имеющей свой закон распределения и числовые характе-
ристики (параметры) распределения. При малом числе наблюдений могут возникнуть сле-
дующие задачи: 

 к каким ошибкам может привести замена параметра θ  его точечной оцен-
кой ∗θ ; 

 с какой степенью надежности можно ожидать, что получаемые ошибки не вый-
дут за известные пределы. 

Определение. Интервальной оценкой (доверительным интервалом) называется 
числовой интервал ( )∗∗

RL ,θθ , определяемый по результатам выборки, относительно которо-
го можно утверждать с определенной, близкой к единице, вероятности, что он заключает в 
себе значение оцениваемого параметра генеральной совокупности, т.е. 

( ) γθθθ =≤≤ ∗∗
RLP , (8.4.1) 
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где  и  — нижняя и верхняя (левая и правая) границы доверительного интервала па-
раметра 

∗
Lθ

∗
Rθ

θ ,γ  — доверительная вероятность. 
Доверительная вероятность и уровень значимости связаны соотношением 

1=+ γα . (8.4.2) 
По заданной оценке  и заданной доверительной вероятности ∗θ γ  доверительные 

интервалы можно построить различными способами. На практике обычно используются 
два типа доверительных интервалов: 

 двусторонние; 
 односторонние. 
Ограничимся нахождением двусторонних доверительных интервалов. Односторон-

ние доверительные интервалы находятся аналогично.  
Для каждой доверительной вероятности γ  можно указать такое значение Δ , что 
( ) ( γθθθθθ =Δ+≤≤Δ−=Δ≤− ∗∗∗ PP ) . (8.4.3) 

 
Определение. Величину Δ , равную половине ширины доверительного интервала, 

называют точностью оценки. 
Определение. Квантилем уровня γ  некоторого распределения называется такое 

число , при котором значение соответствующей функции распределения равно γt γ , т.е. 
( )γγ tF= . (8.4.4) 

 
Теорема. Пусть плотность случайной величины X  симметрична относительно оси 

, и пусть OY ( ) γ=< tXP . Тогда  — квантиль уровня t
2

1+γ  распределения случайной 

величины X . 
Доказательство.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( tXPtXPtXPtXPtXP ≥−=−≤−≥−=≥−=<= 2111γ )

)

, 
т.к. ввиду симметричности закона распределения относительно оси  выполнено равен-
ство . Отсюда следует, что 

OY
( ) ( tXPtXP −≤=≥

( ) ( )tXPtXP <−=
−

=≥ 1
2

1 γ  и ( )
2

1 γ+
=< tXP .  

 
Рассмотрим теперь правила построения доверительных интервалов для некоторых 

параметров распределения. 
Доверительный интервал для математического ожидания генеральной сово-

купности, имеющей нормальное распределение при известной дисперсии.  
Пусть из генеральной совокупности X, имеющей нормальный закон распределения 

при известной дисперсии  и неизвестном математическом ожидании , произведена 
случайная выборка . Для оценки математического ожидания используем стати-

стику 

2σ
nX

m
,...,X 1

∑
=

∗ =
n

i
iX

n
m

1

1 , которая имеет нормальное распределение с параметрами ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

,m
2σ . 

Тогда статистика nmm
σ
−∗

 имеет нормальное распределение с параметрами ( )10, . Най-

дем вероятность отклонения mm −∗ : 

.
n

tmm
n

tmP
n

tmmPtnmmP ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<<−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

−
= ∗∗∗

∗ σσσ
σ

γ  (8.4.5) 
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Интервал ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ∗∗

n
tm;

n
tm σσ , определенный по (8.4.5), представляет собой до-

верительный интервал для математического ожидания  при известной дисперсии . 
Осталось указать, как, зная доверительную вероятность 

m 2σ
γ , выбрать в (8.4.5) значение . 

Ответом на этот вопрос является доказанная ранее теорема, т.е.  является квантилем 

уровня 

t
t

2
1+γ  нормального распределения с параметрами ( )10, . 

Таким образом, доверительный интервал для математического ожидания  при 
известной дисперсии  строится следующим образом: 

m
2σ

1. Вычисляем оценку ∗m , которая является средним арифметическим элементов 
выборки nX,..., . X1

2. Вычисляем квантиль 
2

1+γt  нормального распределения с параметрами ( )10, . 

3. Строим доверительный интервал, который имеет вид: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− +

∗
+

∗

2
1

2
1 γγ

σσ t
n

m;t
n

m . (8.4.6) 

Очевидно, что точность оценки равна 

n
t σ
γ

2
1+=Δ . (8.4.7) 

Замечание. Квантиль 
2

1+γt  нормального распределения с параметрами ( )10,  можно 

определить разными способами, например: 
 используя таблицы функции ( )tФ  нормального распределения с параметра-
ми ( )10,  (Приложение 3); 

 используя функцию НОРМСТОБР(вероятность) из EXCEL, при этом аргумент 

«вероятность» данной функции должен быть равен 
2

1+γ ; 

 используя функцию qnorm(ν, m, σ) из MATHCAD, при этом переменные данной 

функции должны быть равны 10
2

1
==

+
= σγ ,m,v . 

 
Доверительный интервал для математического ожидания генеральной сово-

купности, имеющей нормальное распределение при неизвестной дисперсии. 
Пусть из генеральной совокупности X , имеющей нормальный закон распределе-

ния при неизвестной дисперсии  и неизвестном математическом ожидании , произ-
ведена случайная выборка . Для оценки математического ожидания используем 
статистику 

2σ
nX

m
,...,X1

1−−
= ∗

∗

n
S

mmT , (8.4.8) 

имеющую –распределение (распределение Стьюдента) с t 1−= nv  числом степеней сво-
боды. 

Доверительный интервал для математического ожидания при неизвестной диспер-
сии имеет вид: 

1
2 2

;S Sm t m t
n nγ

∗ ∗
∗ ∗

+

⎛ ⎞
− +⎜

⎝ ⎠
1γ + ⎟ . (8.4.9) 

Очевидно, что точность оценки равна 
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1
2

St
nγ

∗

+Δ = . (8.4.10) 

Таким образом, доверительный интервал для математического ожидания  при 
неизвестной дисперсии  строится следующим образом: 

m
2σ

1. Вычисляем оценку ∗m , которая является средним арифметическим элементов 
выборки nX,..., , и исправленную выборочную дисперсию X1

( )∗∑
=

∗

−
=

n

in
S 2

1
1

−i m 2 . X
1

2. Вычисляем квантиль 
2

1+γt  t –распределения (распределения Стьюдента) с 

1−= nv  числом степеней свободы. 
3. Используя формулу (8.4.9), получаем доверительный интервал. 
 
Замечание. Квантиль 

2
1+γt  –распределения (распределения Стьюдента) с t 1−= nl  

числом степеней свободы можно определить разными способами, например: 
 используя таблицы t –распределения (распределения Стьюдента) с 1−= nl  чис-
лом степеней; 

 используя функцию СТЬЮДРАСПОБР(вероятность;степени_свободы) 
из EXCEL, при этом аргумент «вероятность» данной функции должен быть ра-
вен удвоенному уровню значимости, а аргумент «степени_свободы» должен 
быть равен 1−n ; 

 используя функцию qt(p, d) из MATHCAD, при этом переменные данной функ-
ции должны быть равны 1−== nd,p γ . 

 
Замечание. При достаточно большом объеме  выборки различия между довери-

тельными интервалами, определенными по формулам (8.4.6) и (8.4.9), мало, т.к., при 
, распределение Стьюдента стремится к нормальному распределению. 

n

∞→n
 
Доверительный интервал для дисперсии генеральной совокупности, имеющей 

нормальное распределение при известном математическом ожидании. 
Предположим, что выборка  произведена из нормальной генеральной со-

вокупности с неизвестной дисперсией при известном математическом ожидании, рав-
ном m . В качестве оценки неизвестной дисперсии  возьмем выборочную дисперсию 

nX,...,X1

2σ

( ) (( 22
1

2 1 mXmX
n n −+⋅⋅⋅+−=

∗
σ ) ). (8.4.11) 

В этом случае статистика 2

2
2

σ
σχ

∗

=
n  будет иметь –распределение с  степенями 

свободы. 

2χ n

Доверительный интервал для дисперсии при известном математическом ожидании 
имеет вид: 

2
1

2
2

2
1

2

γγ

σσσ

−

∗

+

∗

<<
r

n
r

n , (8.4.12) 

где  — квантиль уровня τr τ  –распределения с  степенями свободы. 2χ n
Таким образом, доверительный интервал для дисперсии при известном математи-

ческом ожидании строится следующим образом: 
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1. Используя выборку nX,..., , по формуле (8.4.11) вычисляем оценку диспер-
сии. 

X1

2. Вычисляем квантили 
2

1+γr  и 
2
-1 γr  2χ –распределения с n  степенями свободы. 

3. По формуле (8.4.12) получаем искомый доверительный интервал. 
 
Замечание. Квантили 

2
1+γr  и 

2
-1 γr  –распределения с  степенями свободы можно 

определить разными способами, например: 

2χ n

 используя таблицы 2χ –распределения с n  степенями свободы; 
 используя функцию ХИ2ОБР (вероятность;степени_свободы) из EXCEL, при 
этом аргумент «вероятность» данной функции должен быть равен уровню зна-
чимости, а аргумент «степени_свободы» должен быть равен n ; 

 используя функцию qchisq(p, d) из MATHCAD, при этом переменные данной 
функции должны быть равны: nd,p == γ . 

 
Аналогично строится доверительный интервал для дисперсии генеральной со-

вокупности, имеющей нормальное распределение при неизвестном математическом 
ожидании. 

В качестве оценки неизвестной дисперсии  возьмем выборочную дисперсию 2σ

( ) ( )( )22
1

2

1
1 ∗∗∗

−+⋅⋅⋅+−
−

= mXmX
n

S n . (8.4.13) 

В этом случае статистика ( ) 2
2

2

1 Sn
χ

σ

∗−
=  будет иметь –распределение с 2χ 1−n  

степенью свободы. 
Доверительный интервал для дисперсии при неизвестном математическом ожида-

нии имеет вид: 
( ) ( )

2
1

2
2

2
1

2 11

γγ

σ
−

∗

+

∗
−

<<
−

r
Sn

r
Sn , (8.4.14) 

где  — квантиль уровня τr τ  –распределения с 2χ 1−n  степенью свободы. 
Таким образом, доверительный интервал для дисперсии при неизвестном матема-

тическом ожидании строится следующим образом: 
1. Вычисляем оценку ∗m , которая является средним арифметическим элементов 

выборки nX,..., , и по формуле (8.4.13) вычисляем выборочную оценку дис-
персии. 

X 1

2. Вычисляем квантили 
2

1+γr  и 
2
-1 γr  2χ –распределения с 1−n  степенью свободы. 

3. По формуле (8.4.14) получаем искомый доверительный интервал. 
 
Пример 5. Найти доверительный интервал с доверительной вероятностью 0,95 для 

оценки математического ожидания, нормально распределенной случайной величины X , 
если известны ее дисперсия , выборочная средняя  и объем выборки 

. 
162 =σ 16=∗m

16=n
 Решение. По условию задачи 950,=γ . Найдем квантиль 9750

2
1950

2
1 ,, ttt == ++γ  нор-

мального распределения с параметрами ( )10,
19750 ,t ,

, используя, например EXCEL: применяя 
функцию НОРМСТОБР(0,975), получим 96= . 

Применив (8.4.6), получим 
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,,m,

t
n

mmt
n

m

961
16
416961

16
416

,
2

1
2

1

+<<−

+<<− +
∗

+
∗

γγ
σσ

 

.  ,m, 96170414 <<
 
Пример 6. Случайная величина X  распределена по нормальному закону. Стати-

стический ряд выборки представлен таблицей: 
iZ  3 5 7 8 10 12 14 

in  3 7 4 6 7 5 8 
Требуется: 
1) построить доверительный интервал для оценки математического ожидания, ес-

ли доверительная вероятность равна 0,97; 
2) построить доверительный интервал для оценки дисперсии, если доверительная 

вероятность равна 0,95. 
 Решение. Для оценки математического ожидания будем использовать формулу 

(8.4.9), т.к. дисперсия неизвестна. Вычислим все величины, присутствующие в (8.4.9). 
Объем выборки 408576473 =++++++=n . 
Оценка математического ожидания: 

( ) 059
40

36214812510786745733
40
11 7

1
,Zn

n
m

i
ii ==⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅== ∑

=

∗ . 

Исправленная выборочная дисперсия: 

( ) 66412
39

9493
1

1 7

1

22 ,,mZn
n

S
i

ii ==−
−

= ∑
=

∗∗ . 

Корень квадратный исправленной выборочной дисперсии:  

.,,SS 5593664122 ===
∗∗  

Для доверительной вероятности 970,=γ  найдем квантиль 9850
2

1970
2

1 ,, ttt == ++γ  

-распределения) с t 391401 =−=−= nv  числом степеней свободы. Для этого используем, 
например, функцию qt(p, d) из MATHCAD: ( ) 252239 .,9850.qt = . 

Доверительный интервал имеет вид: 
3,559 3,5599,05 2,252 9,05 2,252

40 40
m− < < +  

и окончательно 
3310777 ,m, << . 

Перейдем ко второй части задачи. Для оценки дисперсии будем использовать фор-
мулу (8.4.14), т.к. математическое ожидание неизвестно. Для данной формулы необходи-
мо вычислить квантили 9750

2
1950

2
1 ,, rrr == ++γ  и 0250

2
0,95-1

2
-1 ,rrr ==γ . Используя функцию 

qchisq(p, d) из MATHCAD, получим: ( ) 12583997509750 .,.qchisqr , ==  и 
. ( ) 654233902500250 .,.qchisqr , ==

Доверительный интервал имеет вид: 

65423
6641239

1258
6641239 2

,
,

,
, ⋅

<<
⋅ σ  

и окончательно 
8820508 2 ,, << σ .  
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Глава 9. Проверка статистических гипотез 
 

§1. Основные понятия 
 

Определение. Статистической гипотезой называется любое предположение  
(гипотеза) о виде закона распределения генеральной совокупности или о числовых значе-
ниях параметров закона распределения. 

0H

Определение. Правило, по которому гипотеза  принимается или отвергается, 
называется статистическим критерием. 

0H

Проверяемую гипотезу  называют нулевой, а противоположную ей гипотезу  
называют альтернативной. 

0H 1H

Схема проверки нулевой гипотезы: 
1. Используя проверочные данные nX,...,X1  и учитывая условия задачи, принимают 

нулевую гипотезу  0H  и альтернативную гипотезу  1H . 
2. По случайной выборке nX,...,  определяется функция )nX,..., , называемая 

статистикой, для которой будет известен точный или приближённый закон распределения. 
X1 (XS 1

3. По заранее выбранной малой вероятности α  определяется критическая область 
kW , для которой )( )( α=∈ kn WX,...,XSP 1 . И если величина ( )nX,...,XS 1 , вычисляется при 

конкретной выборке nX,..., , окажется вне критической области kW , то гипотеза  
принимается, а если она окажется в области kW , то гипотеза 0H  отвергается (или прини-
мается гипотеза 1H ). При этом возможны 4 случая, которые представлены в таблице 9.1 

X1 0H

 

Таблица 9.1 

 Принимается  0H Отвергается  0H
Верна гипотеза  0H Правильное решение Ошибка первого рода 

вероятность α−1  α  
Верна   1H Ошибка второго рода Правильное решение 

вероятность β  β−1  
 

Определение. Вероятность α  допустить ошибку первого рода называется уровнем 
значимости критерия. 

Определение. Вероятность β−1  не допустить ошибку второго рода называется 
мощностью критерия. 

Если использовать терминологию качества продукции, то α  — это «риск постав-
щика», связанный с забраковкой по результату выборки всей партии товара, соответст-
вующей стандарту, а β  — «риск потребителя», связанный с принятием по результатам 
выборки партии товара, не соответствующей стандарту. 
Возможны три варианта расположения критической области: 

1. Правосторонняя критическая область (рис 9.1), состоящая из интервала ( )∞,t R
кр , где 

R
крt  определяется из условия:  

            ( )( ) α=> R
крn tX,...,XSP 1 . (9.1.1) 
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2. Левосторонняя критическая область (рис 9.2), состоящая из интервала ( )L
крt;∞− , 

где L
крt  определяется из условия:  

            ( )( ) α=< L
крn tX,...,XSP 1 . (9.1.2) 

3. Двусторонняя критическая область (рис 9.3), состоящая из интервалов ( )L
крt;∞−  и 

( )∞,t R
кр , где точки L

крt  и R
крt  определяется из условий:  

            ( )( )
21
α

=L
кр<,...,XSP nX t  и ( )( )

21
α

=> R
крn tX,...,XSP . (9.1.3) 

 

 
 

В следующих параграфах рассмотрим несколько конкретных практических приме-
ров. 

§2. Проверка гипотезы о значении математического ожидания 
 

Пусть из генеральной совокупности X , распределенной по  нормальному закону с 
параметрами ( )2σ,m  при неизвестном математическом ожидании  и неизвестной дис-
персии , взята случайная выборка  объемом  и вычислена выборочная сред-
няя арифметическая  

m
2σ nX,...,X1 n

∑
=

∗ =
n

i
iX

n
m

1

1 , 

а  и  — определенные значения параметра . Для проверки нулевой гипотезы 
 при конкурирующей гипотезе 

0m

0 :
1m

0m=
m

1mmH 1 : mH =  используют статистику 

1−−
= ∗

∗

n
S

mmT , (9.2.1) 

которая при выполнении нулевой гипотезы  имеет  - распределение (распределение 
Стьюдента) с  степени свободы. 

0H t
1−= nv

Учитывая соотношения (9.1.1) — (9.1.3), определяем границы  и  критической 
области по таблицам  - распределения (распределения Стьюдента) или используя функ-
цию СТЬЮДРАСПОБР(вероятность; степени_свободы) из EXCEL, или используя функ-
цию qt(p, d) из MATHCAD. 

L
крt R

крt
t

При проверке нулевой гипотезы 00 : mmH =  при известной дисперсии  исполь-
зуют статистику 

2σ

nmmT
σ
−

=
∗

, (9.2.2) 
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которая при выполнении нулевой гипотезы  имеет нормальное распределение с пара-
метрами . 

0H
( )10,

Учитывая соотношения (9.1.1) — (9.1.3), определяем границы  и  критической 
области по таблицам нормального распределения с параметрами  или используя 
функцию НОРМСТОБР(вероятность) из EXCEL, или используя функцию qnorm(ν, m, σ) 
из MATHCAD. 

L
крt
(0,

R
крt

)1

 
Пример 1. Поставщик двигателей утверждает, что средний срок их службы равен 

800 ч. Для выборки из 17 двигателей средний срок службы оказался равным 865 ч. При 
«исправленном» среднем квадратичном отклонении 120 ч. Проверить гипотезу о том, что 
значение 800 является математическим ожиданием при 1% уровне значимости.  

 Решение. Предположим, что случайная величина среднего времени службы 
подчинена нормальному закону о числовом значении математического ожидания нор-
мально распределённой величины (генеральной средней) при неизвестной генеральной 
дисперсии. В этом случае в качестве критерия выбирают функцию 

1−−
= ∗

∗

n
S

mmT , 

где  — выборочная средняя,  — математическое ожидание,  — «исправленное» 
выборочное среднее квадратичное отклонение. Случайная величина 

∗m m ∗S
T  имеет t  - распреде-

ление (распределение Стьюдента) с 1−= nv  степени свободы. 
Требуется найти критическую область для нулевой гипотезы  при аль-

тернативной гипотезе . 
800:0 =mH

800:1 >mH
Критическая область правосторонняя,  находим из условия R

крt ( ) α=> R
крtTP . 

При 010,=α  и  16117 =−=v
 

 в таблице t  - распределения находим . Та-
ким образом, критическая область

7461,t R
кр =

( )∞+= ;1,Wкр 746 . Найдем расчетное значен расчt , 
полага

ие 
я m 800= : 

01672
30
6516

120
8008651 ,n

S
mmt расч ≈=

−
=−

−
= ∗

∗

. 

Очевидно, что найденное значение 01672,t расч ≈  попадает в критическую область. 
Таким образом, нулевая гипотеза не подтверждается.  
 

§3. Проверка гипотезы о равенстве математических ожиданий 
двух генеральных совокупностей 

 
Пусть X  и Y  — две генеральные совокупности с известными дисперсиями  и 

 и неизвестными математическими ожиданиями  и . Из генеральных совокупно-
стей взяты две независимые выборки  и  и вычислены выборочные мате-
матические ожидания (средние)  и . Для проверки гипотезы о равенстве математи-
ческих ожиданий  используют статистику 

2
Xσ

2
Yσ Xm

Y,...,1

Ym

nX,...,X1
∗
Ym

kY
∗
Xm

YX mm =:H 0

kn

mmT
YX

YX
22 σσ

+

−
=

∗∗

, (9.3.1) 

которая при выполнении нулевой гипотезы имеет нормальное распределение с пара-
метрами . 

 0H  
 ( )10,
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При неизвестных дисперсиях генеральных совокупностей либо требуется доста-
точно большой
диспер

 объем выборки для надежной и точной оценки, либо требуется, чтобы эти 
сии были одинаковы, в противном случае известные критерии малоэффективны. 

Если дисперсии генеральных совокупностей равны 22
YX σσ = , то для проверки нулевой ги-

потезы YX mmH =:0 , используют статистику 

( ) ( )
2

11
−+

⋅⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

⎛
+

YX

YYXX

YX nnnn
имеющую t  - распределение (распределение Стьюдента) с

11 22 −+−⎞

−
=

∗∗

∗∗
YX

nSnS

mmT , (9.3.2) 

 2−+= YX nnν  степенями сво-
боды. 

тивной гипоте
 выбрать

Выбор критической области зависит от вида альтерна зы: 
 при альтернативной гипотезе >: необходимо  правосторон-YX mmH1  
нюю критическую область; 

mmH при альтернативной гипотезе YX <:1  необходимо выбрать левосторон-
нюю критическую область; 

 при альтернативной гипотезе YX mH m ≠:1  необходимо выбрать двустороннюю 
критическую область. 

 
Пример 2. Средний ежедневный  продаж за I квартал 2004 года для 17 тор-
района A составляет 15 т

 объём
говцев ысяч рублей при “исправленном” среднем квадратичном 
отклон

 
ении 2,5 тысяч рублей, а для 10 торговцев района B — 13 тысяч рублей при «ис-

правленном» среднем квадратичном отклонении 3 тысячи рублей. Существенно ли разли-
чие в объёме продаж в районах A и B при 5%–м уровне значимости. 

 Решение. Решим задачу, предположив, что ежедневный объём продаж подчинён 
нормальному закону при неизвестных параметрах распределения. Предположим, что дис-
персии о одаж одинаковы. Найдём критическую область длябъёмов пр  нулевой гипотезы 

YX mmH =:0  при альтернативной гипотезе YX mmH ≠:1 , где Xm  — математическое ожи-
дание объема продаж для района A, а Ym  — для района В. 

естве критерия необходимо испо нкциюВ кач льзовать фу  

( ) ( )
2−+⎟

⎠
⎜
⎝ YXYX nnnn

где и Yn  объемы выборок, а и оценки параметров и . 
Функция 

1111 22 −+−
⋅⎟
⎞

⎜
⎛

+
∗∗

YYXX nSnS

−
=

∗∗
YX mmT , 

 Xn   ∗
Xm  ∗

Ym   Xm   Ym
T  имеет  - распределение (распределение Стьюдента) с 

с ня
е  – ра лен

t
те25210172 =−+=−+= nnv  пе ми свободы. YX

По таблиц спреде ия для 25 t =l  и 5%-го уровня значимости (для двус -
 критической ) н ходим: 

то
ронней  области а

( ) 062
2
050 ,ttTP L

кр
L
кр −=⇒=< , , ( ) 062

2
05 ,t,P R

крр =⇒= . 

Это означает, что критической областью

0tT R
к>

 является ( ) ( ∞∪ )−∞−= ;,,;Wk 062062 . 
Вычислим :  расчt

8611315 ,t =
−

= . 

25
931652

10
1

17

22, +
⎟
⎠⎝

+
1

расч
⎞

⎜
⎛
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Полученное значение критерия  принадлежит критической области, следо-
вательно, гипотеза .  

 

§4. П
и 

 расчt
принимается

 не
 YX mmH =:0  

роверка гипотезы о значении дисперсии генеральной сово-
купност

 
Пусть X  — генеральная совокупность, распределенная по нормальному закону с

неизвестной дисперсией 2σ . Из генеральной совокупности взята случайная выборка
∗2

 
 

и вычислена  дисперсия . 
тс

вок
стику 

n

Требуе я проверить нулевую гипотезу 2
0

2
0 : σσ =H , где 2

0σ  — заданное значение 
дисперсии генеральной со упности. Для проверки нулевой гипотезы используют стати-

X,...,X1  выборочная  σ

2
0

2

σ
σ

=
nT , (9.4.1) 

котора

∗

я при выполнении нулевой гипотезы имеет распределение с 0H   2χ -  1−= nv  степе-
нями свободы. 

Границы
уя ю ность; 

или используя функцию qchisq(p, d) из MATHCAD. 

.  
олируем

 кр
Lt  и Rt  критической области определяем по таблицам 2χ -распределения кр

с 1−= nv  степенями свободы или использ  функци ХИ2ОБР (вероят степе-
ни_свободы) из EXCEL, 

 
Пример 3 Точность работы автоматической линии проверяют по дисперсии кон-

тр ого размера, которая не должна превышать 0,1 мм2. По результатам выборочно-
го контроля получены следующие данные: 

 
Контролируемый размер, iZ , мм2 43,0 43,5 43,8 44,4 44,6 
Частота in  3 7 10 8 2 

 
Требуется проверить при у вне зн
ность. 

ро а ти  об ив  л требуе-
мую точ

. Задача состоит в проверке гипот о чени дисперсии 
при альтернативной гипотезе . Таким образом, необходимо по-

чимос  0,01, еспеч ает ли иния 

 Решение  езы зна и 
10 1

строить правостороннюю критическую область. Расчетное значение критерия вычисляем 
:0 ,H =σ  

по фор

2  10: 2 ,H >σ

муле 2
0

2

σ
σ

∗

=
nt расч , следовательно, по данным статистического ряда необходимо 

вычислить выборочную дисперсию. Дальнейшие вычисления удобно оформить в виде 

№  in   ii Zn   ∗− mZi  

таблицы: 

   iZ ( )2∗− mZi   ( )2∗− mZn ii

1 43,0 3 129,0 -0,863 0,745 2,236
2 43,5 7 304,5 -0,363 0,132 0,924
3 43,8 10 438,0 -0,063 0,004 0,040
4 44,4 8 355,2 0,537 0,288 2,304
5 44,6 2 89,2 0,737 0,543 1,085

Итого   1     30 315,9 6,590

Среднее     4     3,863 0,220
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; 
( )

220
30
596

2

2 ,,
n

m
863, 34

30
91315,Z

m
i

i ==
n∑

n
= i∑∗ Zin

=
i

i ==
−

∑
∑ ∗

∗σ ; 

66
10

22030
2
0

2

=
⋅

==
∗

,
,nt расч σ

σ . 

Из условия ( ) 010,tTP R
кр => , 

находим границу 
учаем 49,t R

кр =

при числе степеней свободы равным 
правосторонней критической области. По таблице 

пол .  
аналогичный резу у

MATH :

291301 =−=−= nv  
2χ  - распределения 5878

Заметим, что льтат можно пол чить с помощью EXCEL или 
CAD  5878491;29)ХИ2ОБР(0,0 ,t R =  или ( )кр = 58784929990 ,,.qchisqt R

кр == . 
Это означает, что критической областью является ( )∞= ;,W . Очевидно, что 

чет
k 587849

рас
 

 регулировка.  

ных совокупностей 
 

Пусть

ное значение 66=расчt  находится внутри критической области, следовательно, ну-
левая гипотеза отвергается, т.е. автоматическая линия не обеспечивает заданную точность 
и требуется ее

 

§5. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий двух генераль-

 X  и Y  — две генеральные совокупности, распределенные по нормальному 
за е 
независимые выборки правленные выборочные дис-

ерсии
гипотезу

кону с неизвестными дисперсиями 2
Xσ  и 2

Yσ . Из генеральных совокупностей взяты дв

n  и kY,...,Y1  и вычислены ис 
2
YS

X,...,X 1

п  XS  и . 
Требуется проверить нулевую  22

0 : YXH σσ = . В данном случае использу-
ется статистика 

∗2 ∗

∗

∗

XS
T =

2

, (9.5.1) 

распределение (распределение Фишера) с

2
YS

которая имеет F-  11 −= nv  и степеня-

ми свободы, если

 12 −= kv  

 YX SS , и  ∗∗
> 22

∗2
YS

с числом степеней  1

∗

=
2
XST , (9.5.2) 

 свободы =v 1−k  и 12 −= nv , если . 
Если задаться уровнем значимости 

 ∗∗
< 22

YX SS
α , то можно построить критические области 

для проверки н
a) , если , или если В этом случае 

улевой гипотезы при двух альтернативных гипотезах: 
 22:H σσ >1 YX Y X

критическая область правост
 ∗∗

> 22
X SS  22

1 : YH σσ < ,  ∗∗
< 22

YX SS . 
( )ороння ∞+;кр крt  критической области определя-

ется из условия ( )

Rt аница . Гр R

( ) α=> R
крtv,vTP 21 ; 

b) 22 . В это  случае критич я область двус . Однако можно 
использовать только правостороннюю область 

1 : YXH σσ ≠ м еска торонняя
( )∞+;R
крt , где граница R

крt  определяется из 
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условия ( ) )(
2

11 21
α

=>−=−= R
крtkv,nv , если ∗∗

> 22
YX SS , и из условия 

( )( )

TP

2
11 21

α
=>−=− R

крtnv,k , если

 
Пример 4. При из сти гатов получены следую-

 результаты в кг вещества за час 
 

=vTP  SS . 

мерении произ но

∗∗
< 22

YX

водитель
работы: 

двух агре
щие

№ замера 1 2 3 4 5 
Агрегат A 14,1 10,1 14,7 13,7 14,0 
Агрегат B 14 14,5 13,7 12,7 14,1 

 
П значимостири уровне  70,=α  проверить езу енстве дисперсий. 

. Проверим н ю при альтернативной гипо-

тезе «испра Для 
этого

 гипот  о рав
 Решение улеву гипотезу :H 2σ=  2

0 YXσ

∗
Ym : 

22
1 : YX σσ ≠ . Вычислим вленные» выборочные дисперсии ∗2

XS  и YSH
 с

∗2 . 
начала найдем выборочные средние ∗

Xm  и 

3213
5

14713714110 ,,,,
X =

114,m +++ ; 813
5

11471271351414 ,,,mY =
+++

=∗ ,,++
=∗ . 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 372332131432137133213 ,714321311032131141 222222 ,,,,,,,,,S X =−+−+−+−+−=
∗ ; 

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 46081311481371281371381351481314
4
1∗ 222222 ,,,,,,,,,,SY =−+−+−+−+−= . 

Учитывая, что , определяет :  ∗∗
> 22

YX SS  расчt

3304
02 ,S

t
Y

X
расч == ∗ . 7

46
37232

,,S
=

∗

Критическое значение находим из условия  R
крt  

( )( ) 050
221 кр1515 ,tv,vTP R ==>−=−=
α  

По таблице F-распределения (распределения Фишера) с и степенями 
свободы определяем . 

сть )
сий отвергаем.  

лить и не

 

ность

 41 =v   42 =v  
 396,t R
кр =

Так как число 33047,t расч =  попадает в критическую обла ,39 , то гипоте-
зу о равенстве диспер

 ( ∞+;6

 
Замечание. Границу критической области было можно опреде  используя 

таблицы, например: 
используя функцию FРАСПОБР(вероятность; степени_свободы1; степе-
ни_свободы2) из EXCEL. При этом задаваемый уровень значимости использу-
ется как 

 

аргумент «вероятность». В рассматриваемом примере получаем
( ) 39644;0,04;FРРАСПОБ ,t R

кр == ; 
 используя функцию qF(P,d1,d2) из MATHCAD, где P — доверительная вероят-

 α−= 1P , d1 и d2 ободы. В рассматриваемом примере получа-степени св
ем ( ) 39644950 ,,,.qFtкр == . 

 

R
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§6. Проверка гипотезы о распределении.  

 
Пусть  — выбор альной совокупности

Критерий Пирсона 

ка, произведенная из генер nX,...,X1  X , с не-
звести ной функцией аспределения  р ( )xF . Проверяется нулевая гипотеза 0H , утв ждаю-
щая, что генеральная совокупность распределена по закону, имеющему функцию распре-
деления ( )xF , равную функци

ер

и ( )xF0 , т.е. проверяется нуле я гипотеза 
( ) ( )xFxFH 0 : = . При этом альтернативной гипотезой является ( ) ( )xFxFH 00 : ≠ . 
Наибольшее применение при проверке согласования закона я, т.е. 

й гипотезы 

ва

0

 распределени
проверке нулево ( ) ( )xFxFH : 00 = , является критери крй Пирсона или итерий 

 критерия (статистика

2χ  (хи-квадрат). 
Наблюдаемое значение ) вычисляется по следующей формуле: 

( )
n

np
n

np
np iii −=

−
= ∑∑2χ . (9.6.1) 

nL L

i ii i == 1

2

1

2

Согласно теореме К. Пирсона, при ∞→п  статистика (9.6.1) имеет 
2χ -

выб
распределение   — 
орк

с 1−−= степенями свободы L число групп (интервалов) 
и, 

rLv  , где 
r  — число параметров предполаг емого е ния. 

 
Схема проверки нулевой гипотезы 

а  ераспред л

( ) ( )xFxFH 00 : = . 
1. По выборке nX,...,X1  строят стати он
и . Рассмо

стический ряд;  может быть как дискрет-
ным, так  интервальным трим для определенности интервальный ряд: 

[ )1+ii х,х  10[ )х,х  [ )21 х,х … [ )12 −− LL х,х [ )LL х,х 1−  

in  n  n  n  n  1 2 … 1−L L

2. По данным предыдущих исследований или по предварительным данным делают 
предположение выдвигают гипотезу о м и закона спределе ия генеральной сово-
купнос

 (  ) одел ра н
ти X . 
Для предположения модели закона распределения генеральной совокупности X  

можно исп ьол зовать графическое представление выборки. 
ли

муле 

3. Используя выборочные данные, строят оценки параметров выбранной моде  
закона распределения. 

4. Определяют теоретические вероятности попадания случайной величины в ин-
тервалы [ )х,х  по фор1+ii

( ) ( )iхFхFp ii −= +1 , (9.6.1) 
где ( )xF  — предполагаемая функция распределения генеральной совокупности X . 

етное значение критерия К. Пирсона по формуле 4. Определяют расч
( )∑= ii

расч np
2χ  

−L npn 2

=i i1

или  

n
np
nL

i i

i
расч −= ∑

=1

2
2χ . 

5. Выбрав уровен значимостиь  α , находят критическую область (она всегда право-
сторонняя) ( )∞;t R

кр . Границу критической области можно найти одним из следующих: 

 используя таблицы 2χ –распределения с 1−−= rLv  степенями свободы; 
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 используя функцию ХИ2ОБР (вероятность;степени_свободы) из EXCEL, при 
этом аргумент «вероятность» данной функции должен быть равен уровню зна-
чимости, а аргумент «степени_свободы» должен быть равен 1−− ; = rLv

 используя функцию qchisq(p, d) из MATHCAD, при этом переменные данной 
функции должны быть равны: 11 −−=−= rLd,p α . 

6. Если расчетное значение  попадает в критическую область 2
расчχ ( )∞;t R

кр , то нуле-
вая гипотеза  отвергается и принимается альтернативная гипотеза. ( ) ( )xFxFH 00 : =

 
Замечание. При применении критерия К. Пирсона в каждом интервале должно 

быть не менее 5 элементов выборки (т.е. ). Если это условие не выполняется, то 
число интервалов надо уменьшить путем объединения соседних интервалов. 

5≥in

 
Пример 5. Получены значения случайной величины Х . 
 

0,54 0,7 0,66 0,55 0,57 0,56 0,62 0,65 0,5 0,67
0,66 0,58 0,57 0,53 0,53 0,53 0,46 0,72 0,41 0,55

0,6 0,61 0,45 0,55 0,63 0,6 0,53 0,51 0,59 0,57
0,59 0,64 0,66 0,56 0,59 0,58 0,55 0,55 0,53 0,53
0,41 0,54 0,45 0,61 0,46 0,52 0,59 0,63 0,4 0,69
0,53 0,48 0,41 0,57 0,6 0,57 0,56 0,56 0,42 0,6
0,54 0,59 0,56 0,5 0,46 0,62 0,57 0,42 0,72 0,47
0,47 0,44 0,52 0,62 0,64 0,41 0,51 0,4 0,49 0,67
0,52 0,58 0,65 0,42 0,68 0,53 0,65 0,59 0,43 0,61
0,56 0,62 0,7 0,49 0,7 0,55 0,5 0,52 0,71 0,48

 
Необходимо: 

1. Найти выборочные характеристики: выборочное среднее и исправленную выбо-
рочную дисперсию. 

2. Построить доверительной вероятностью 0,95 доверительные интервалы для мате-
матического ожидания и дисперсии. 

3. Построить гистограмму. 
4. Проверить гипотезу о нормальном распределении случайной величины Х  при 

уровне значимости 050,=α . 
 

 Решение. Учитывая, что количество значений равно 100, определяем выбороч-
ное среднее и исправленную выборочную дисперсию: 

( ) 55690
100

695548071055066070540
100

1 ,,,,...,,,,m ==++++++=∗ . 

( ) ( ) ( )( ) 006550
99

64839055690480556907055690540
1100

1 2222 ,,,,...,,,,S ==−++−+−
−

=
∗ . 

Замечание. Выборочное среднее можно определить используя функцию 
СРЗНАЧ(число1; число2; ...) из EXCEL, а исправленную выборочную дисперсию можно 
определить используя функцию ДИСП(число1;число2; ...) из EXCEL. 

Перейдем к построению доверительных интервалов. При построении доверитель-
ного интервала для математического ожидания считаем, что при этом дисперсия не из-
вестна. Как известно из предыдущей главы, необходимо использовать формулу 

2
1

2
1 11 +

∗
∗

+

∗
∗

−
+<<

−
− γγ t

n
Smmt

n
Sm , 
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в которой  неизвестна только  величина 
2

1+γt , являющаяся  квантилем –распределения с  

 числом  степеней свободы.  Для доверительной вероятност и 

t

1−= nv 950,=γ  найдем  
квантиль 9750

2
1950

2
1 ,, ttt == ++γ  -распределения с  t 9911001 =−=−= nv   числом степеней 

свободы.  Для этого используем,  например, функцию  qt(p, d) из MATHCAD:  
 или функцию СТЬЮДРАСПОБ(вероятность; степени_свободы) 

из EXCEL: 
( 9750 ,.qt ) 984199 .=

( )( 990,975-12 ; ) 9841,БРСТЬЮДРАСПО =⋅  или Приложение 5. 
Определяем точность оценки 

016109841
99

006550
11001 9750

2

2
1 ,,,tSt

n
S

, ==
−

=
−

∗

+

∗

γ . 

Таким образом, получаем доверительный интервал 
573005408001610556900161055690 ,m,,,m,, <<⇒+<<− . 

Построим доверительный интервал для дисперсии при неизвестном математиче-
ском ожидании. В этом случае необходимо использовать формулу 

( ) ( )

2
1

2
2

2
1

2 11

γγ

σ
−

∗

+

∗
−

≤≤
−

r
Sn

r
Sn ,  

где  — квантиль уровня  –распределения с vr v 2χ 1−n  степенью свободы. 
 
Для данной формулы необходимо вычислить квантили 9750

2
1950

2
1 ,, rrr == ++γ  и 

0250
2
0,95-1

2
-1 ,rrr ==γ . Используя функцию qchisq(p, d) из MATHCAD, получим: 

 и ( ) 4221289997509750 .,.qchisqr , == ( ) 361739902500250 .,.qchisqr , == . Аналогичный резуль-
тат можно получить используя функцию ХИ2ОБР (вероятность;степени_свободы) 
из EXCEL: ( ) 42212899975 ,,0129750 .ОБРХИr , =−= , ( ) 361739902501 ,,.20250 ОБРХИr , =−= . 

Таким образом, получаем доверительный интервал 
( ) ( ) ,

r
Sn

r
Sn

,, 0250

2
2

9750

2 11 ∗∗
−

<<
− σ  

0088000510
36173
00655099

422128
00655099 22 ,,

,
,

,
,

<<⇒
⋅

<<
⋅ σσ . 

 
Перейдем к построению гистограммы. Построим интервальный ряд. Найдем снача-

ла минимальное и максимальное значения случайной величины (т.е. крайние члены ва-
риационного ряда):  и 40,X min = 720,X max = . Для нахождения минимального и макси-
мального значений случайной величины можно использовать функции 
МИН(число1;число2; ...) и МАКС(число1;число2; ...) из EXCEL. Размах варьирования бу-
дет равен . 32304 ,, =0XR n −= ∗ 7201 ,X −=∗

Возьмем число частичных интервалов 8=l . В этом случае длина частичного ин-
тервала равна 

040
8
3201 ,,

n
XX

n
Rh n ==

−
==

∗∗

. 

 
Соответствующий интервальный ряд приведен в таблице 9.2. 
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Таблица 9.2 

Номер 
интервала 

i  

Средний пробег автомобилей 
(интервалы) 

1+≤< ii xXx  

Частота 
in  

 

Относительная частота 

nh
n

f i
i =∗  

1 0,4 — 0,44 10 2,5 
2 0,44 — 0,48 8 2 
3 0,48 — 0,52 9 2,25 
4 0,52 — 0,56 21 5,25 
5 0,56 — 0,6 21 5,25 
6 0,6 — 0,64 13 3,25 
7 0,64 — 0,68 10 2,5 
8 0,68 — 0,72 8 2 

 
Гистограмма приведена на рис 9.4. 
 

 
 
Проверим гипотезу о распределении случайной величины Х . Найдем теоретиче-

ские вероятности попадания случайной величины в интервалы  по формуле 
, где  — функция распределения нормального закона. Так как 

случайная величина 

[х )1+ii х,
( ) ( iii хFхFp −= +1 ) ( )xF

Х , подчиненная нормальному закону распределения, определена на 
, то крайние интервалы в ряде распределения следует заменить на ( )∞∞− ; ( )40; ,∞−  и 
. Тогда  ( )∞;720,

( ) ( )

( ) ( ) .,,,,

,
,,

S

m,,XPp

074909251014411441

0
006550

5569044044040
2
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⎝

⎛ −
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⎛ −
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Дальнейшие вычисления удобно оформить в виде таблицы (табл. 9.3). 

Таблица 9.3 

Номер 
интервала 

i 

средний пробег ав-
томобилей 

(интервалы) 
1+≤< ii xXx  

Частота 
in  

Теоретиче-
ские частоты  

ip  
inp  

i

i

np
n 2

 

1 0,4 — 0,44 10 0,0749 7,49 13,3511
2 0,44 — 0,48 8 0,0962 9,62 6,6528
3 0,48 — 0,52 9 0,1517 15,17 5,3395
4 0,52 — 0,56 21 0,1932 19,32 22,8261
5 0,56 — 0,6 21 0,1859 18,59 23,7224
6 0,6 — 0,64 13 0,1466 14,66 11,5280
7 0,64 — 0,68 10 0,0872 8,72 11,4679
8 0,68 — 0,72 8 0,0643 6,43 9,9533

Итого   100 1 100 104,8411
 
Определяем расчетное значение критерия К. Пирсона:  

.,,,,

,,,,,,n
np
n

i i

i
расч

84114100841110410095339467911

528117224238261223395565286351113
8

1

2
2

=−=−++

++++++=−= ∑
=

χ  

Находим число степеней свободы. По выборке были рассчитаны два параметра, 
значит, 2=r . Количество интервалов 8,т.е. 8=L . Следовательно, . Зная, 
что 

5128 =−−=v
050,=α  и , находим границу правосторонней критической области  

(см. Приложение 4). Таким образом, критической областью является интервал 
5=v 0711,t R

кр =

( )∞;07,11 . 
Так как расчетное значение критерия К. Пирсона  не попадает в кри-

тическую область, то нет оснований отвергнуть проверяемую гипотезу о нормальном за-
коне распределения.  

841142 ,расч =χ
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Приложения 
 

Приложение 1 

Таблица значений функции ( ) λλ −= e
!m

mp
m

n  

 
Значения λ  m 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0 0,904837 0,818731 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812 0,496585
1 0,090484 0,163746 0,222245 0,268128 0,303265 0,329287 0,347610
2 0,004524 0,016375 0,033337 0,053626 0,075816 0,098786 0,121663
3 0,000151 0,001092 0,003334 0,007150 0,012636 0,019757 0,028388
4 0,000004 0,000055 0,000250 0,000715 0,001580 0,002964 0,004968
5   0,000002 0,000015 0,000057 0,000158 0,000356 0,000696
6     0,000001 0,000004 0,000013 0,000036 0,000081
7         0,000001 0,000003 0,000008
8             0,000001

 
Значения λ  m 

0,8 0,9 1 2 3 4 5
0 0,449329 0,406570 0,367879 0,135335 0,049787 0,018316 0,006738
1 0,359463 0,365913 0,367879 0,270671 0,149361 0,073263 0,033690
2 0,143785 0,164661 0,183940 0,270671 0,224042 0,146525 0,084224
3 0,038343 0,049398 0,061313 0,180447 0,224042 0,195367 0,140374
4 0,007669 0,011115 0,015328 0,090224 0,168031 0,195367 0,175467
5 0,001227 0,002001 0,003066 0,036089 0,100819 0,156293 0,175467
6 0,000164 0,000300 0,000511 0,012030 0,050409 0,104196 0,146223
7 0,000019 0,000039 0,000073 0,003437 0,021604 0,059540 0,104445
8 0,000002 0,000004 0,000009 0,000859 0,008102 0,029770 0,065278
9     0,000001 0,000191 0,002701 0,013231 0,036266
10       0,000038 0,000810 0,005292 0,018133
11       0,000007 0,000221 0,001925 0,008242
12       0,000001 0,000055 0,000642 0,003434
13         0,000013 0,000197 0,001321
14         0,000003 0,000056 0,000472
15         0,000001 0,000015 0,000157
16           0,000004 0,000049
17           0,000001 0,000014
18             0,000004
19             0,000001
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Приложение 2 
Плотность стандартного нормального распределения 

( ) 2

2

2
1 t

et
−

=
π

ϕ  

 
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,39894 0,39892 0,39886 0,39876 0,39862 0,39844 0,39822 0,39797 0,39767 0,39733 

0,1 0,39695 0,39654 0,39608 0,39559 0,39505 0,39448 0,39387 0,39322 0,39253 0,39181 

0,2 0,39104 0,39024 0,38940 0,38853 0,38762 0,38667 0,38568 0,38466 0,38361 0,38251 

0,3 0,38139 0,38023 0,37903 0,37780 0,37654 0,37524 0,37391 0,37255 0,37115 0,36973 

0,4 0,36827 0,36678 0,36526 0,36371 0,36213 0,36053 0,35889 0,35723 0,35553 0,35381 

0,5 0,35207 0,35029 0,34849 0,34667 0,34482 0,34294 0,34105 0,33912 0,33718 0,33521 

0,6 0,33322 0,33121 0,32918 0,32713 0,32506 0,32297 0,32086 0,31874 0,31659 0,31443 

0,7 0,31225 0,31006 0,30785 0,30563 0,30339 0,30114 0,29887 0,29659 0,29431 0,29200 

0,8 0,28969 0,28737 0,28504 0,28269 0,28034 0,27798 0,27562 0,27324 0,27086 0,26848 

0,9 0,26609 0,26369 0,26129 0,25888 0,25647 0,25406 0,25164 0,24923 0,24681 0,24439 

1,0 0,24197 0,23955 0,23713 0,23471 0,23230 0,22988 0,22747 0,22506 0,22265 0,22025 

1,1 0,21785 0,21546 0,21307 0,21069 0,20831 0,20594 0,20357 0,20121 0,19886 0,19652 

1,2 0,19419 0,19186 0,18954 0,18724 0,18494 0,18265 0,18037 0,17810 0,17585 0,17360 

1,3 0,17137 0,16915 0,16694 0,16474 0,16256 0,16038 0,15822 0,15608 0,15395 0,15183 

1,4 0,14973 0,14764 0,14556 0,14350 0,14146 0,13943 0,13742 0,13542 0,13344 0,13147 

1,5 0,12952 0,12758 0,12566 0,12376 0,12188 0,12001 0,11816 0,11632 0,11450 0,11270 

1,6 0,11092 0,10915 0,10741 0,10567 0,10396 0,10226 0,10059 0,09893 0,09728 0,09566 

1,7 0,09405 0,09246 0,09089 0,08933 0,08780 0,08628 0,08478 0,08329 0,08183 0,08038 

1,8 0,07895 0,07754 0,07614 0,07477 0,07341 0,07206 0,07074 0,06943 0,06814 0,06687 

1,9 0,06562 0,06438 0,06316 0,06195 0,06077 0,05959 0,05844 0,05730 0,05618 0,05508 

2,0 0,05399 0,05292 0,05186 0,05082 0,04980 0,04879 0,04780 0,04682 0,04586 0,04491 

2,1 0,04398 0,04307 0,04217 0,04128 0,04041 0,03955 0,03871 0,03788 0,03706 0,03626 

2,2 0,03547 0,03470 0,03394 0,03319 0,03246 0,03174 0,03103 0,03034 0,02965 0,02898 

2,3 0,02833 0,02768 0,02705 0,02643 0,02582 0,02522 0,02463 0,02406 0,02349 0,02294 

2,4 0,02239 0,02186 0,02134 0,02083 0,02033 0,01984 0,01936 0,01888 0,01842 0,01797 

2,5 0,01753 0,01709 0,01667 0,01625 0,01585 0,01545 0,01506 0,01468 0,01431 0,01394 

2,6 0,01358 0,01323 0,01289 0,01256 0,01223 0,01191 0,01160 0,01130 0,01100 0,01071 

2,7 0,01042 0,01014 0,00987 0,00961 0,00935 0,00909 0,00885 0,00861 0,00837 0,00814 

2,8 0,00792 0,00770 0,00748 0,00727 0,00707 0,00687 0,00668 0,00649 0,00631 0,00613 

2,9 0,00595 0,00578 0,00562 0,00545 0,00530 0,00514 0,00499 0,00485 0,00470 0,00457 
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Приложение 3 
Функция распределения стандартного нормального закона 

( ) ( ) ( )( )xΦxΦdtexΦ
x t

−=−= ∫
∞−

−
1

2
1 2

2

π
 

 
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,50000 0,50399 0,50798 0,51197 0,51595 0,51994 0,52392 0,52790 0,53188 0,53586 

0,1 0,53983 0,54380 0,54776 0,55172 0,55567 0,55962 0,56356 0,56749 0,57142 0,57535 

0,2 0,57926 0,58317 0,58706 0,59095 0,59483 0,59871 0,60257 0,60642 0,61026 0,61409 

0,3 0,61791 0,62172 0,62552 0,62930 0,63307 0,63683 0,64058 0,64431 0,64803 0,65173 

0,4 0,65542 0,65910 0,66276 0,66640 0,67003 0,67364 0,67724 0,68082 0,68439 0,68793 

0,5 0,69146 0,69497 0,69847 0,70194 0,70540 0,70884 0,71226 0,71566 0,71904 0,72240 

0,6 0,72575 0,72907 0,73237 0,73565 0,73891 0,74215 0,74537 0,74857 0,75175 0,75490 

0,7 0,75804 0,76115 0,76424 0,76730 0,77035 0,77337 0,77637 0,77935 0,78230 0,78524 

0,8 0,78814 0,79103 0,79389 0,79673 0,79955 0,80234 0,80511 0,80785 0,81057 0,81327 

0,9 0,81594 0,81859 0,82121 0,82381 0,82639 0,82894 0,83147 0,83398 0,83646 0,83891 

1,0 0,84134 0,84375 0,84614 0,84849 0,85083 0,85314 0,85543 0,85769 0,85993 0,86214 

1,1 0,86433 0,86650 0,86864 0,87076 0,87286 0,87493 0,87698 0,87900 0,88100 0,88298 

1,2 0,88493 0,88686 0,88877 0,89065 0,89251 0,89435 0,89617 0,89796 0,89973 0,90147 

1,3 0,90320 0,90490 0,90658 0,90824 0,90988 0,91149 0,91308 0,91466 0,91621 0,91774 

1,4 0,91924 0,92073 0,92220 0,92364 0,92507 0,92647 0,92785 0,92922 0,93056 0,93189 

1,5 0,93319 0,93448 0,93574 0,93699 0,93822 0,93943 0,94062 0,94179 0,94295 0,94408 

1,6 0,94520 0,94630 0,94738 0,94845 0,94950 0,95053 0,95154 0,95254 0,95352 0,95449 

1,7 0,95543 0,95637 0,95728 0,95818 0,95907 0,95994 0,96080 0,96164 0,96246 0,96327 

1,8 0,96407 0,96485 0,96562 0,96638 0,96712 0,96784 0,96856 0,96926 0,96995 0,97062 

1,9 0,97128 0,97193 0,97257 0,97320 0,97381 0,97441 0,97500 0,97558 0,97615 0,97670 

2,0 0,97725 0,97778 0,97831 0,97882 0,97932 0,97982 0,98030 0,98077 0,98124 0,98169 

2,1 0,98214 0,98257 0,98300 0,98341 0,98382 0,98422 0,98461 0,98500 0,98537 0,98574 

2,2 0,98610 0,98645 0,98679 0,98713 0,98745 0,98778 0,98809 0,98840 0,98870 0,98899 

2,3 0,98928 0,98956 0,98983 0,99010 0,99036 0,99061 0,99086 0,99111 0,99134 0,99158 

2,4 0,99180 0,99202 0,99224 0,99245 0,99266 0,99286 0,99305 0,99324 0,99343 0,99361 

2,5 0,99379 0,99396 0,99413 0,99430 0,99446 0,99461 0,99477 0,99492 0,99506 0,99520 

2,6 0,99534 0,99547 0,99560 0,99573 0,99585 0,99598 0,99609 0,99621 0,99632 0,99643 

2,7 0,99653 0,99664 0,99674 0,99683 0,99693 0,99702 0,99711 0,99720 0,99728 0,99736 

2,8 0,99744 0,99752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 0,99788 0,99795 0,99801 0,99807 

2,9 0,99813 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 0,99851 0,99856 0,99861 
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Приложение 4 
Критические точки распределения  2χ

 
Уровень значимости α Число 

степеней 
свободы 0,01 0,025 0,05 0,075 0,1 0,9 0,925 0,95 0,975 0,99 

1 6,63 5,02 3,84 3,17 2,71 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00
2 9,21 7,38 5,99 5,18 4,61 0,21 0,16 0,10 0,05 0,02
3 11,34 9,35 7,81 6,90 6,25 0,58 0,47 0,35 0,22 0,11
4 13,28 11,14 9,49 8,50 7,78 1,06 0,90 0,71 0,48 0,30
5 15,09 12,83 11,07 10,01 9,24 1,61 1,39 1,15 0,83 0,55
6 16,81 14,45 12,59 11,47 10,64 2,20 1,94 1,64 1,24 0,87
7 18,48 16,01 14,07 12,88 12,02 2,83 2,53 2,17 1,69 1,24
8 20,09 17,53 15,51 14,27 13,36 3,49 3,14 2,73 2,18 1,65
9 21,67 19,02 16,92 15,63 14,68 4,17 3,78 3,33 2,70 2,09

10 23,21 20,48 18,31 16,97 15,99 4,87 4,45 3,94 3,25 2,56
11 24,73 21,92 19,68 18,29 17,28 5,58 5,12 4,57 3,82 3,05
12 26,22 23,34 21,03 19,60 18,55 6,30 5,82 5,23 4,40 3,57
13 27,69 24,74 22,36 20,90 19,81 7,04 6,52 5,89 5,01 4,11
14 29,14 26,12 23,68 22,18 21,06 7,79 7,24 6,57 5,63 4,66
15 30,58 27,49 25,00 23,45 22,31 8,55 7,97 7,26 6,26 5,23
16 32,00 28,85 26,30 24,72 23,54 9,31 8,71 7,96 6,91 5,81
17 33,41 30,19 27,59 25,97 24,77 10,09 9,45 8,67 7,56 6,41
18 34,81 31,53 28,87 27,22 25,99 10,86 10,21 9,39 8,23 7,01
19 36,19 32,85 30,14 28,46 27,20 11,65 10,97 10,12 8,91 7,63
20 37,57 34,17 31,41 29,69 28,41 12,44 11,73 10,85 9,59 8,26
21 38,93 35,48 32,67 30,92 29,62 13,24 12,50 11,59 10,28 8,90
22 40,29 36,78 33,92 32,14 30,81 14,04 13,28 12,34 10,98 9,54
23 41,64 38,08 35,17 33,36 32,01 14,85 14,06 13,09 11,69 10,20
24 42,98 39,36 36,42 34,57 33,20 15,66 14,85 13,85 12,40 10,86
25 44,31 40,65 37,65 35,78 34,38 16,47 15,64 14,61 13,12 11,52
26 45,64 41,92 38,89 36,98 35,56 17,29 16,44 15,38 13,84 12,20
27 46,96 43,19 40,11 38,18 36,74 18,11 17,24 16,15 14,57 12,88
28 48,28 44,46 41,34 39,38 37,92 18,94 18,05 16,93 15,31 13,56
29 49,59 45,72 42,56 40,57 39,09 19,77 18,85 17,71 16,05 14,26
30 50,89 46,98 43,77 41,76 40,26 20,60 19,66 18,49 16,79 14,95
31 52,19 48,23 44,99 42,95 41,42 21,43 20,48 19,28 17,54 15,66
32 53,49 49,48 46,19 44,13 42,58 22,27 21,30 20,07 18,29 16,36
33 54,78 50,73 47,40 45,31 43,75 23,11 22,12 20,87 19,05 17,07
34 56,06 51,97 48,60 46,49 44,90 23,95 22,94 21,66 19,81 17,79
35 57,34 53,20 49,80 47,66 46,06 24,80 23,76 22,47 20,57 18,51
36 58,62 54,44 51,00 48,84 47,21 25,64 24,59 23,27 21,34 19,23
37 59,89 55,67 52,19 50,01 48,36 26,49 25,42 24,07 22,11 19,96
38 61,16 56,90 53,38 51,17 49,51 27,34 26,25 24,88 22,88 20,69
39 62,43 58,12 54,57 52,34 50,66 28,20 27,09 25,70 23,65 21,43
40 63,69 59,34 55,76 53,50 51,81 29,05 27,93 26,51 24,43 22,16
99 134,64 128,42 123,23 119,91 117,41 81,45 79,51 77,05 73,36 69,23
100 135,81 129,56 124,34 121,02 118,50 82,36 80,41 77,93 74,22 70,06
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Приложение 5 
Критические точки распределения Стьюдента 

 
Уровень значимости α (двусторонняя критическая область) Число 

степеней 
свободы 0,01 0,025 0,05 0,075 0,1 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5 

1 63,66 25,45 12,71 8,45 6,31 3,08 2,41 1,96 1,38 1,00
2 9,92 6,21 4,30 3,44 2,92 1,89 1,60 1,39 1,83 0,82
3 5,84 4,18 3,18 2,68 2,35 1,64 1,42 1,25 2,95 0,76
4 4,60 3,50 2,78 2,39 2,13 1,53 1,34 1,19 4,04 0,74
5 4,03 3,16 2,57 2,24 2,02 1,48 1,30 1,16 5,13 0,73
6 3,71 2,97 2,45 2,15 1,94 1,44 1,27 1,13 6,21 0,72
7 3,50 2,84 2,36 2,09 1,89 1,41 1,25 1,12 7,28 0,71
8 3,36 2,75 2,31 2,05 1,86 1,40 1,24 1,11 8,35 0,71
9 3,25 2,69 2,26 2,01 1,83 1,38 1,23 1,10 9,41 0,70

10 3,17 2,63 2,23 1,99 1,81 1,37 1,22 1,09 10,47 0,70
11 3,11 2,59 2,20 1,97 1,80 1,36 1,21 1,09 11,53 0,70
12 3,05 2,56 2,18 1,95 1,78 1,36 1,21 1,08 12,58 0,70
13 3,01 2,53 2,16 1,94 1,77 1,35 1,20 1,08 13,64 0,69
14 2,98 2,51 2,14 1,92 1,76 1,35 1,20 1,08 14,69 0,69
15 2,95 2,49 2,13 1,91 1,75 1,34 1,20 1,07 15,73 0,69
16 2,92 2,47 2,12 1,90 1,75 1,34 1,19 1,07 16,78 0,69
17 2,90 2,46 2,11 1,90 1,74 1,33 1,19 1,07 17,82 0,69
18 2,88 2,45 2,10 1,89 1,73 1,33 1,19 1,07 18,87 0,69
19 2,86 2,43 2,09 1,88 1,73 1,33 1,19 1,07 19,91 0,69
20 2,85 2,42 2,09 1,88 1,72 1,33 1,18 1,06 20,95 0,69
21 2,83 2,41 2,08 1,87 1,72 1,32 1,18 1,06 21,99 0,69
22 2,82 2,41 2,07 1,87 1,72 1,32 1,18 1,06 23,03 0,69
23 2,81 2,40 2,07 1,86 1,71 1,32 1,18 1,06 24,07 0,69
24 2,80 2,39 2,06 1,86 1,71 1,32 1,18 1,06 25,11 0,68
25 2,79 2,38 2,06 1,86 1,71 1,32 1,18 1,06 26,14 0,68
26 2,78 2,38 2,06 1,85 1,71 1,31 1,18 1,06 27,18 0,68
27 2,77 2,37 2,05 1,85 1,70 1,31 1,18 1,06 28,21 0,68
28 2,76 2,37 2,05 1,85 1,70 1,31 1,17 1,06 29,25 0,68
29 2,76 2,36 2,05 1,85 1,70 1,31 1,17 1,06 30,28 0,68
30 2,75 2,36 2,04 1,84 1,70 1,31 1,17 1,05 31,32 0,68
40 2,70 2,33 2,02 1,83 1,68 1,30 1,17 1,05 41,62 0,68
50 2,68 2,31 2,01 1,82 1,68 1,30 1,16 1,05 51,89 0,68
60 2,66 2,30 2,00 1,81 1,67 1,30 1,16 1,05 62,13 0,68
70 2,65 2,29 1,99 1,81 1,67 1,29 1,16 1,04 72,36 0,68
80 2,64 2,28 1,99 1,80 1,66 1,29 1,16 1,04 82,57 0,68
90 2,63 2,28 1,99 1,80 1,66 1,29 1,16 1,04 92,76 0,68
100 2,63 2,28 1,98 1,80 1,66 1,29 1,16 1,04 102,95 0,68
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