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Введение. 
Данные методические указания состоят из двух разделов и дополнения. 

В первом разделе указаны основные методы нахождения первообразных. 
Второй раздел содержит основные понятия, относящиеся к приложению 
определенного интеграла к решению некоторых геометрических и 
механических задач. В дополнении приведены некоторые сведения из теории 
комплексных чисел. Цель данного пособия помочь студенту самостоятельно 
подготовиться к выполнению контрольных работ. При написании пособия 
авторы не ставили своей целью дать систематическое изложение 
теоретического материала. Перед каждой рассматриваемой задачей дается 
тот теоретический материал, который необходим для ее решения. 
 
1.НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ  

Прежде чем перейти к решению конкретных задач напомним 
некоторые понятия из теоретического курса. 

Функция  называется первообразной для функции ( )F x ( )f x , если 

выполнено соотношение ( ) ( )dF x f x
dx

= . 

Если некоторая функция является первообразной для функции ( )F x
( )f x , то функция , где С – произвольная постоянная, также 

будет первообразной для функции 
1( ) ( )F x F x= C+

( )f x . 
Вся совокупность первообразных для функции ( )f x  может быть 

записана в виде , где  - некоторая конкретная первообразная, а С 
– произвольная постоянная величина. 

( )F x C+ ( )F x

Вся совокупность первообразных для данной функции ( )f x  
называется неопределенным интегралом от этой функции и 
обозначается ( )f x dx∫ . 

Таким образом 
( )f x dx∫ = , ( )F x C+

где  - некоторая конкретная первообразная, а С – произвольная 
постоянная величина. 

( )F x

 Операция нахождения неопределенного интеграла называется 
интегрированием функции. Следовательно, проблема интегрирования 
функции сводится к нахождению некоторой конкретной первообразной. 
(Проблема прибавления произвольной постоянной вряд ли является 
серьезной.) 
 Отметим также, что можно очень просто проверить, правильно ли 
вычислен неопределенный интеграл. Для этого достаточно в выражении 

( )f x dx∫ =   вычислить производную от правой части   и 
убедиться, что она равна подынтегральной функции 

( )F x C+ ( )F x C+

( )f x . 
 Прежде чем перейти к свойствам неопределенного интеграла, приведем 
таблицу некоторых основных интегралов от элементарных функций, которые 
мы в дальнейшем будем называть табличными интегралами. 
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 Табличные интегралы. 
1. . 0dx C=∫
2. . 1dx x C= +∫
3. 

1

1
xx dx C
α

α

α

+

= +
+∫  (при 1α ≠ − ). 

4. lndx x C
x
= +∫ . 

5. 
ln

x
x aa dx C

α
= +∫  ( ), в частности 0, 1a a> ≠ x xe dx e C= +∫ . 

6. sin cosxdx x C= − +∫ . 
7. cos sinxdx x C= +∫ . 

8. 2cos
dx dx tgx C

x
= +∫ . 

9. 2sin
dx dx ctgx C

x
= − +∫ . 

10. 
2 2

arcsindx xdx C
aa x

= +
−

∫ . 

11. 2 2

1dx xdx arctg C
a x a a

= +
+∫ . 

12. 2

2
lndx x x A C

x A
= + + +

+
∫ . 

13. 2 2

1 ln
2

dx x a C
x a a x a

−
= +

− +∫ . 

Все решаемые в данном пособии задачи мы будем стараться по мере 
возможности сводить к вычислению данных табличных интегралов. 
 
 Напомним некоторые свойства неопределенного интеграла. 
1. Согласно определению неопределенного интеграла его производная равна 
подынтегральной функции, то есть ( )( ) ( )d f x dx f x

dx
=∫ . 

2. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному 
выражению - ( )( ) ( )d f x dx f x d=∫ x . 
3.Неопределенный интеграл от производной некоторой функции равен этой 
функции плюс произвольная постоянная - ( ) ( )F x dx F x C′ = +∫ . 
4. Неопределенный интеграл от дифференциала  некоторой функции равен 
этой функции плюс произвольная постоянная - ( ) ( )dF x F x C= +∫ . 
5. Неопределенный интеграл от суммы двух  функций равен  сумме  
неопределенных интегралов от этих функций - 
[ ]( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x d+ = +∫ ∫ x∫ . 
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5.Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного 

трим– это метод замены 
ием – 

х метод

ся вычислить

интеграла - ( ) ( )Af x dx A f x dx=∫ ∫ . 
 
 Первый из приемов, который мы рассмо
переменной или близкий к этому пр метод подведения под знак 
дифференциала. Поясним суть эти ов. 
 Метод замены переменной. 
 Пусть требует  ( )f x dx∫  и по каким-то причинам нам 
удобно сделать замену переменной в виде ( )x tϕ= , где t  -  новая независи
переменная. Тогда ( ) ( ( )) ( )

мая 
f x dx f t t dtϕ ϕ′∫ ∫ . Пр , конечно= и этом , предполагаем, 

то послеч  вычисления интеграла в правой части мы подставим значение t , 
выраженное как функция x  из соотношения ( )x tϕ= . 
 
 дения по состоит в следующем. 
Пусть нам известно, что ( ) ( )

Метод подве д знак дифференциала 
f x dx F x C= +∫ . Требуется вычислить интеграл 

вида [ ]( ) ( )f x x dxϕ ϕ′∫ . Тогда [ ] [ ]( ) ( ) ( )f x x dx F Cϕ ϕ′ xϕ= +∫ . Поясним  подробнее
почем

, 
у этот метод назван «методом подведения под знак дифференциала». 

то дифференц ииНапомним, ч иалом функц ( ) y f x=  называется выражение 
вида dy =  
В интег

( )f x dx′ .
рале [ ]( ) ( )f x x dϕ ϕ′∫  x обозначим ( )u xϕ= , а тогда для дифференциала 

функции ( )u xϕ= имеем следующее выражение ( )du x dxϕ′= . Следовательно, 
имеем [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )f xϕ∫ ∫x dx f uϕ′ du F u= = C F xϕ+ = C+ . 
 Далее рассмотрим первый пример контрольной работы. 

ов – 
от 

значить 
сь интег иятность ».) В 

данно

Найти .532 3

dxex x∫ +  

 
Основное, что необходимо сделать при вычислении подобных интеграл
это выделить  ту главную «неприятность», которая мешает превратить эт
интеграл в табличный, и обо ее в качестве новой переменной. 
(Конечно, при этом нельзя ве рал считать «непр ю

м примере обозначим 33 5u x= + . Тогда для дифференциала данной 
ункции имеем выражение . Следовательно  29du x dx=  2 1

9
x d du=  ф x

Подставляя в исходное выражение, получаем 
 ( )3 3 32 3 5 3 5 2 3 51 1 1 1

9 9 9 9
x x u u u xx e e x dx e du e du e C e C+ + += = = = + = +∫ ∫ ∫ ∫ . 

обязательно явно выписывать
 Если вы уже неплохо владеете техникой интегрирования, то вам не 

 замену. Просто заметив, что ( )2 31 3 5
9

x dx d x= + , 

мы можем записать ( ) ( )3 3 3 32 3 5 3 5 2 3 5 3 3 51 13 5
9 9

x x x xx e e x dx e d x e C+ + + += = + = +∫ ∫ ∫ . 
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 По чае, 
достаточно

кажем еще один прием, который можно использовать в слу
 громоздкого подынтегрального выражения. Обозначим 33 5u x= +

: 
, 

29du x dx= .Тогда имеем следующую связь между дифференциалами 29
dudx
x

= . 

Подставляя в исходное выражение, получаем 
 3 32 3 5 2 3 5

2

1 1 1
9 9

x u u u xdu
9 9

x e dx x e e du e C e C
x

+ += = = + = +∫ ∫ ∫ . 

С точки зрения математическо и здесь допущено небольшое 

«хулиганство».  В выражении

й строгост
2

29
u dux e

x∫  под знаком интеграла оказались 

 две независимые переменные u  и 

как 

бы x . Однако мы на еле в этом
 считаем, что независимой переменной является только u , а 

 самом д  
выражении
x является функцией u , выраженной из соотношения 33 5u x= + . То есть 

3
5

3
ux −

= . Но мы просто «поленились» пока подставить ее в явном виде

как оказал

, и, 

ось, не зря. В дальнейшем мы будем опускать подобные 
поясн  их известными. Рассмотрим еще некоторые 
приме

 1

ения, подразумевая
ры. 

4 10
x dx
x −∫  Задача . Найти .  

. Тогда2u x=  2du xdx= . Следовательно, 
2
duxdx =Обозначим . 

Получаем  
2

4 2 2

1 1 1 ln 10
2 2 210 10 10

x dx du du u u C
x u u

= = = + − + =
− − −∫ ∫ ∫  

2 41 ln 10
2

x x C= + − + . 

 

Задача 2.Найти ( )
2

2
.

1
dx

x+∫  

В этом примере не сразу о заметить, что 

arctg x

 можн 2(d arctg )
1

dxx
x

=
+

ая 

неприятно . Поэтому обозначим

. Главн

сть, конечно, arctgx  u arctgx= . Тогда 

21
dxdu

x
=

+
. Следовательно . 

олучаем 

, dx 2(1 )x du= +

П

 )( ( ) ( )
2 2

2 2 3 3arctg 1 1 rctg
1

x u x C+
+∫ . 

2 2
1 a

3 31
dx x du u du u C

x x
= + = = + =

+∫ ∫

 Следующий тип примеров - это интегралы вида 2

Mx N dx
ax bx c

+
+ +∫ . 
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 Ниже будет предложена схема вычисления подобных интегралов. При 
этом мы не будем доводить общий случай д  конечного ответа. На первом 
шаге в числителе выделяем производную знаменателя 

о

2 2

(2 )M Max b N b+ + −
2 2Mx N a adx dx

ax bx c ax bx c
+

=
+ + + +∫ ∫ . 

Далее разбиваем полученный интеграл на сумму двух интегралов 

2 2

(2 )
2

) 1
M Max b N b ax b Mdx N b dx

ax bx a ax

+ + − + ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟+ + ⎠∫  

 
Вычислим кажд

(22 2 Ma a dx =∫ ∫2 2c a ax bx c bx c+ + + +⎝

ый из интегралов. 

2

2ax b dx
ax bx c

+
+ +∫  вычисляется с помощью замены 2z ax bx c= + +

м в процессе 

. Тогда 

(2 )dz ax b dx= +

выписывать, а 
. Но явно эту замену мы не буде решения 
просто заметим, что ( )2d ax bx+ + (2 )c ax b dx= +  Получаем 

 
( )2

2

d ax bx c
ax bx c bx

+ + 2
2

2 lnax b dx ax bx c
ax c

+
= = + +

+ +∫ . 

а мы воспользовались табличным 

интегралом

+ +∫
(При вычислении последнего интеграл

 lndx x C
x
= +∫ ). 

Второй интеграл преобразуем к виду 

2 2

1 1 1dx dx=∫ ∫ , где ,b cp q
ax bx c a x px q+ + + + a a

= = . 

Для вычисления полученного интеграла выделим в знаменателе полный 
 всякий случай напомним (надеемся, что студенты на нас не 

обидятся за это напоминание) 

квадрат. На
2 2

2

2 4
p px px q x q⎛ ⎞+ + = + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Получим 

22 dx
x px q 2

1 dx
p
2 4

p
=

+ +
+ −

∫ ∫
x q⎛ ⎞+⎜ ⎟

 

Сделаем замену

⎝ ⎠

 
2
pu x= + . Тогда du dx= .  

ывать эту замену, а просто заметим Мы снова не будем явно выпис
p
2

dx d=

Далее рассмотрим три случая. 

Случай 1.

x +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎛ ⎞

 
2

0
4
pq − > . Обозначим 

2
2

4
pq m− = . Тогда  
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2 22
2

12 2

2 4 2

p pd x x
dx arctg

m mp p px q x m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ . 

(Мы воспользовались табличным интегралом 2 2

1dx xdx arctg C
a x a a

= +
+∫ ) 

Случай 2. 
2

0
4
pq − < . Обозначим 

2
2

4
pq m− = − . Тогда  

2 22
2

12 2ln
2

22 4 2

p pd x x m
dx

pmp p p x mx q x m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + ++ + − + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫  

(Мы воспользовались табличным интегралом 2 2

1 ln
2

dx x a C
x a a x a

−
= +

− +∫ ) 

 

Случай 3. 
2

0
4
pq − = . Тогда  

2

2 22

12 2
2 2

22 4 2

p pd x d x
p px d x

pp p p xx q x

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ++ + − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ . 

 

(Мы воспользовались табличным интегралом  
1

1
xx dx C
α

α

α

+

= +
+∫ , 2α = − ) 

Задача 3. Найти 2

2 7 .
4 3

x dx
x x

−
+ +∫  

Выделим в числителе производную знаменателя. 
 

2 2 2 2

2 7 (2 4) 7 4 (2 4) 111
4 3 4 3 4 3 4 3

x x xdx dx dx dx
x x x x x x x x

− + − − +
= = −

+ + + + + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

В первом интеграле заметим, что  . Во втором 
интеграле выделим полный квадрат в знаменателе.  

2( 4 3) (2 4)d x x x dx+ + = +

Тогда . Имеем . 2 24 3 ( 2) 3 4 ( 2)x x x x+ + = + + − = + −2 1 ( 2)d x dx+ =
 Получаем 

2

2 2 2 2

(2 4) 1 ( 4 3) 111 11 ( 2)
4 3 4 3 4 3 ( 2) 1

x d x xdx dx d x
x x x x x x x

+ + +
− = −

+ + + + + + + −∫ ∫ ∫ ∫ + =  

 
2 21 ( 2) 1 11 1ln 4 3 11 ln ln 4 3 ln

2 ( 2) 1 2 3
x xx x C x x
x x
+ − +

= + + − + = + + − +
+ + +

i C  
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Ответ: 2

2 7
4 3

x dx
x x

−
=

+ +∫ 2 11 1ln 4 3 ln
2 3

xx x C
x
+

+ + − +
+

. 

 

Задача 4.Найти 2

3 1 .
6 13
x dx

x x
−

+ +∫  

 
Выделим в числителе производную знаменателя. 
 

2 2 2 2

3 (2 6) 1 93 1 3 (2 6) 12 10
6 13 6 13 2 6 13 6 13

xx xdx dx dx dx
x x x x x x x x

+ − −− +
= = −

+ + + + + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

Заметим, что,  . Во втором интеграле выделим 
полный квадрат в знаменателе 

2( 6 13) (2 6)d x x x dx+ + = +
6 1x x2 23 ( 3) 13 9 ( 3)x x 2 4+ +

) dx+ =
= + + − = + + , 

тогда . ( 3d x
 Получаем 

2

2 2 2

3 (2 6) 1 3 ( 6 13) ( 3)10 10
2 6 13 6 13 2 6 13 ( 3) 4

x d x xdx dx
x x x x x x x

+ + +
− = −

+ + + + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ 2

d x +
=  

 
23 3ln 6 13 5

2 2
xx x arctg C+

= + + − +  

Ответ: 2

3 1
6 13
x dx

x x
−

=
+ +∫ 23 3ln 6 13 5

2 2
xx x arctg C+

+ + − + . 

 

 Задача 5.Найти 2

8 1 .
10 25
x dx

x x
−

− +∫  

 
Выделим в числителе производную знаменателя. 
 

2 2 2 2

8 (2 10) 1 408 1 (2 10) 12 4 39
10 25 10 25 10 25 10 25

xx xdx dx dx dx
x x x x x x x x

− − +− −
= = +

− + − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫
 
Заметим, что    . Во втором интеграле выделим 
полный квадрат в знаменателе , тогда 

.  

2( 10 25) (2 10)d x x x dx− + = −
10 25x x− +2 2( 5) 25 25 ( 5)x x= − + − = − 2

( 5)d x dx− =
Получаем 

2

2 2 2

(2 10) 1 ( 10 25) ( 5)4 39 4 39
10 25 10 25 10 25 ( 5)
x d x xdx dx

x x x x x x x
− − +

+ = +
− + − + − + −∫ ∫ ∫ ∫ 2

d x −
=  
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2 394ln 10 25
5

x x C
x

= − + − +
−

 

Ответ: 2

8 1
10 25
x dx

x x
−

− +∫ = 2 394ln 10 25
5

x x C
x

− + − +
−

. 

 
Следующий пример требует навыков вычисления интегралов вида 

2

Mx N dx
ax bx c

+

+ +∫ . 

 Приведем схему вычисления подобных интегралов. Некоторые 
моменты предложенной схемы будут аналогичны рассмотренным в 
предыдущем пункте. На первом шаге, как и ранее, в числителе выделяем 
производную знаменателя 

2 2

(2 )
2 2
M Max b N bMx N a adx dx

ax bx c ax bx c

+ + −+
=

+ + + +∫ ∫ . 

Далее разбиваем полученный интеграл на сумму двух интегралов 

2 2

(2 ) (2 ) 12 2
2 2

M Max b N b M ax b Ma a dx dx N b dx
a aax bx c ax bx c ax bx c

+ + − + ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + + + + +

∫ ∫ ∫ 2

 
Вычислим каждый из интегралов. 

Для первого интеграла 
2

2ax b dx
ax bx c

+

+ +∫  заметим, что 

( )2 (2 )d ax bx c ax b dx+ + = +  Получаем 

 
( )2

2

2 2

2 2
d ax bx cax b dx ax bx c

ax bx c ax bx c

+ ++
= =

+ + + +∫ ∫ + + . 

(Мы воспользовались табличным интегралом  
1

1
xx dx C
α

α

α

+

= +
+∫ , 1

2
α = − ). 

Для вычисления второго интеграла  
2

dx
ax bx c+ +∫  придется рассмотреть два 

случая. 
 

Случай 1. . 0a >
 

Преобразуем его к виду 

2 2
2

1dx dx dx
ab cax bx c x px qa x x

a a

= =
+ + + +⎛ ⎞+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ , где ,b cp q
a a

= = . 



 11

Выделим в знаменателе полный квадрат: 
2 2

2

2 4
p px px q x q⎛ ⎞+ + = + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

2
pd x dx⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   

 
Тогда полученный интеграл вычисляется по схеме: 
 

2 2

2 2 2

1 2 ln
2 2

2 4

pd x
p p pdx x x q

x px q p px q

⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + ⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ 4
+ − =  

 
2ln

2
px x px q= + + + + . 

 
(Мы воспользовались табличным интегралом 2

2
lndx x x A C

x A
= + + +

+
∫ ) 

 
Случай 2. . 0a <
 

Преобразуем его к виду 
 

( )2 2
2

1dx dx dx
ab cax bx c x px qa x x

a a

= =
−+ + ⎛ ⎞ − + +− − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ , где 

,b cp q
a a

= − = − . 

 
 
 
 
Выделим в знаменателе полный квадрат: 

2 22
2 2

2 4 2
p p px px q x q m x⎛ ⎞ ⎛− + + = − − + + = − −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎞
⎟ , где 

2
2

4
pm q= +  

2
pd x dx⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   

 
 
Тогда полученный интеграл вычисляется по схеме: 
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2 2
2

1 2 2arcsin

2

p pd x x
dx

mx px q pm x

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

− + + ⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ . 

 
(Мы воспользовались табличным интегралом 

2 2
arcsindx x C

aa x
= +

−
∫ ) 

 

Задача 6.Найти 
2

5 2
2 5

x dx
x x

+

+ −∫ . 

 
 Выделим в числителе производную знаменателя. 
 

2 2 2 2

5 (2 2) 2 55 2 5 (2 2) 12 3
22 5 2 5 2 5 2 5

xx xdx dx dx dx
x x x x x x x x

+ + −+ +
= = −

+ − + − + − + −∫ ∫ ∫ ∫  

 
Заметим, что,  . Во втором интеграле выделим 
полный квадрат в знаменателе 

2( 2 5) (2 2)d x x x dx+ − = +
2 5x x2 2( 1) 5 1 ( 1)x x 2 6+ − = + − − = + − , тогда 

. ( 1)d x dx+ =
 Получаем 
 

2

2 2 2

5 (2 2) 1 5 ( 2 5) ( 1)3 3
2 22 5 2 5 2 5 ( 1) 6

x d x xdx dx
x x x x x x x

+ + −
− = −

+ − + − + − + −∫ ∫ ∫ ∫ 2

d x +
=  

 
2 25 2 5 3ln 1 ( 1) 6x x x x= + − − + + + − +C =  

 
2 25 2 5 3ln 1 2 5x x x x x= + − − + + + − +C . 

Ответ: 
2

5 2
2 5

x dx
x x

+

+ −∫ 2 25 2 5 3ln 1 2 5x x x x x= + − − + + + − +C . 

 

Задача 7.Найти 
2

3 .
1 6 2

x dx
x x
−

− −∫  

Выделим в числителе производную знаменателя 

2 2

1 3( 4 6) 33 4 2
1 6 2 1 6 2

xx dx dx
x x x x

− − − − −−
= =

− − − −∫ ∫  



 13

2 2

1 ( 4 6) 9 1
4 21 6 2 1 6 2

x dx dx
x x x x

− −
= − −

− − − −∫ ∫  

Заметим, что,  . Во втором интеграле выделим 
полный квадрат в знаменателе  

2(1 6 2 ) ( 4 6)d x x x− − = − − dx

 

( )
2

2 2 2 1 31 6 2 2 6 1 2 3 2
2 2

x x x x x x x 11
4

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞− − = − + − = − + − = − + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
211 32

4 2
x

⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

 

тогда 3( )
2

d x dx+ = . 

 
 Получаем  

2 2

1 ( 4 6) 9 1
4 21 6 2 1 6 2

x dx dx
x x x x

− −
− −

− − − −∫ ∫ =  

2

2 2

3
1 (1 6 2 ) 9 2
4 21 6 2 11 32

4 2

d x
d x x

x x
x

⎛ ⎞+⎜ ⎟− − ⎝ ⎠= − − =
− − ⎡ ⎤⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  

2

2 2

3
1 9 21 6 2
2 2 2 11 3

2 2

d x
x x

x

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= − − − − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫  

2

3
1 9 21 6 2 arcsin
2 2 2 11

2

x
x x C

+
= − − − − + = 21 9 21 6 2 arcsin

2 2 2 11
x 3x x C+

= − − − − +  

 
 

Ответ: 
2

3
1 6 2

x dx
x x
−

− −∫ 21 9 21 6 2 arcsin
2 2 2 11

x 3x x C+
= − − − − + . 
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Применение формулы интегрирования по частям для вычисления 
неопределенных интегралов. 

 Формула интегрирования по частям имеет вид 
 

udv uv vdu= −∫ ∫  
 В этой формуле за  и обозначены  дифференциалы некоторых 
функций.  

du dv

На всякий случай еще раз напомним определение дифференциала 
функции dy y dx′=

∫
, а так же формулу восстановления функции по ее 

дифференциалу . dy y C= +

 
В начале рассмотрим один пример. 
Задача 8.Найти xarctgxdx∫ . 

При использовании формулы интегрирования по частям важно правильно на 
первом этапе разбить подынтегральное выражение на два множителя u и dv . 
Неудачное разбиение может привести не к упрощению, а, наоборот, к 
усложнению примера. В указанном примере обозначим . Всю 
оставшуюся часть подынтегрального выражения мы обозначим dv , то есть 

. 

u arctgx=

dv xdx=
 Тогда имеем: 

2, ( )
1

dxu arctgx du arctgx dx
x

′= = =
+

; 
2

,
2
xdv xdx v xdx= = =∫ . 

 Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
 

2 2

2( )
2 2 (1 )
x x dxxarctgxdx arctgx xdx arctgx

x
= = − ⋅

+∫ ∫ ∫ . 

Для вычисления последнего интеграла подынтегральное выражение 
преобразуем к виду 
 

2 2

2 2

1 1 1 1 1 11
2 1 2 1 2 1
x x

2x x x
⎛ ⎞+ − ⎛ ⎞⋅ = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠ +

 

Тогда получаем 
2 2 2

2 2

1 11
2 2 (1 ) 2 2 1
x x dx xxarctgxdx arctgx arctgx dx

x x
⎛ ⎞= − ⋅ = − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ ∫ =  

 
2 1 1

2 2 2
x arctgx x arctgx C= − + + . 
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Ответ: 
2 1 1

2 2 2
xxarctgxdx arctgx x arctgx C= − +∫ + . 

Данная формула применяется для вычисления ряда типов 
неопределенных интегралов.  Мы разберем некоторые из них. 

 
 Интегралы вида: ( ) kx

nP x e dx∫ ; ( )sinnP x kxdx∫ ; . ( )cosnP x kxdx∫
Где  - многочлен степени n . При вычислении таких интегралов 

принимается 
( )nP x

( )nu P x= .  
Отметим, что тогда: 

1) 1; (kx kx kx kxdv e dx v e dx e d kx e
k k

= = = =∫ ∫
1) , то есть ( )1kx kxe dx d e

k
= ; 

2) 1 1sin ; sin sin ( ) cosdv kxdx v kxdx kxd kx kx
k k

= = = = −∫ ∫ , то есть 

( )1sin coskxdx d kx
k

= − ; 

3) 1cos ; cos cos ( ) sindv kxdx v kxdx kxd kx kx
k k

= = = =∫ ∫
1 , то есть 

( )1cos sinkxdx d kx
k

= . 

 Задача 9.Найти 2(5 7) xx e dx−+∫ . 
 Полагаем 5 7u x , следовательно 5= + du dx= . Тогда 

2 2 21,
2

x x xdv e dx v e−= = = −∫e dx− − . 

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
 

2 2 2 21 1 1 5(5 7) (5 7) 5 (5 7)
2 2 2 2

x x x x 2xx e dx x e e dx x e e dx− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − − − = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ − =∫

2 21 5(5 7)
2 4

x xx e e− −= − + − +С. 

Мы не будем проводить дальнейшее алгебраическое упрощение данного 
выражения. (Надеемся, что читатели не обидятся на авторов за столь 
подробное изложение всех преобразований, в следующих примерах мы 
будем некоторые промежуточные моменты опускать.) 
 
 Задача 10.Найти 2(3 5 3)cos4x x x+ +∫ dx

x

. 

Пусть .  2(3 5 3), (6 5)u x x du x d= + + = +

Тогда 1cos4 , cos4 sin 4
4

dv xdx v xdx x= = =∫ . 

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
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2 21 1(3 5 3)cos4 (3 5 3)sin 4 (6 5)sin 4
4 4

x x xdx x x x x+ + = + + − +∫ ∫ xdx . 

Мы получили интеграл подобного типа, только степень многочлена стала 
меньше. Применим еще раз метод интегрирования по частям. 
 
Пусть .  6 5, 6u x du dx= + =

Тогда 1sin 4 , sin 4 cos4
4

dv xdx v xdx x= = = −∫ . 

Получаем  
2 21 1(3 5 3)cos4 (3 5 3)sin 4 (6 5)sin 4

4 4
x x xdx x x x x+ + = + + − +∫ ∫ xdx = 

= 21 1 1 6(3 5 3)sin 4 (6 5)cos4 cos4
4 4 4 4

x x x x x xd⎡ ⎤+ + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ x =  

 = 21 1 3(3 5 3)sin 4 (6 5)cos4 sin 4
4 16 32

x x x x x x+ + + + − +C  

 
Ответ: 

2(3 5 3)cos4x x x+ +∫ dx = 21 1 3(3 5 3)sin 4 (6 5)cos4 sin 4
4 16 32

x x x x x x C+ + + + − +  

Если вы хорошо овладели навыками интегрирования, то можно явно не 
выписывать чему равно  и ,  и v , проделывая промежуточные 
выкладки в уме. Покажем это на примере. 

u du dv

 Задача 11.Найти (7 1)sin
2
xx dx+∫ . 

(7 1)sin 2 (7 1) cos 2(7 1)cos 14 cos
2 2 2
x x x

2
xx dx x d x dx⎛ ⎞+ = − + = − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ∫ =  

= 2(7 1)cos 28sin
2 2
x xx C− + + + . 

 

Ответ: (7 1)sin
2
xx dx+∫ = 2(7 1)cos 28sin

2 2
x xx C− + + + . 

 Следующий тип интегралов, для которых применяется формула 
интегрирования по частям – это интегралы вида 

( ) lnk
nP x xdx∫ , где   - многочлен степени ,  целое положительное 

число. В этом случае принимается 

( )nP x n k

lnku x= . 
 Задача 12.Найти 2(4 9)lnx xdx+∫ . 

Пусть  , значит 2lnu = x 12lndu x dx
x

= ⋅ . Тогда (4 9)dv x dx= + , 

. 2(4 (2 9 )x x= +∫ 9)v x d= + x
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Получаем 2(4 9)lnx xdx+∫ = 2 2 2 1(2 9 )ln (2 9 )2lnx x x x x x dx
x

+ − + ⋅∫ =  

= 2 2(2 9 )ln 2 (2 9)lnx x x x xd+ − +∫ x

x

 

Теперь обозначим , значит lnu = 1du dx
x

= . Тогда (2 9)dv x dx= + , 

. 2 9 )x x= +(2 9) (v x dx= +∫
Получаем 2(4 9)lnx xdx+∫ = 2 2(2 9 )ln 2 (2 9)lnx x x x xd+ − + x∫ = 

= 2 2 2 2 1(2 9 )ln 2 ( 9 )ln ( 9 )x x x x x x x x dx
x

⎡ ⎤+ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ =  

= 2 2 2(2 9 )ln 2 ( 9 )ln ( 9)x x x x x x x dx⎡ ⎤+ − + − +⎣ ⎦∫ =  

= 2 2 2 2(2 9 )ln 2( 9 )ln ( 18 )x x x x x x x x+ − + + + C+ . 
 
Ответ: 2(4 9)lnx xdx+∫ = 2 2 2 2(2 9 )ln 2( 9 )ln ( 18 )x x x x x x x x C+ − + + + + . 
 
 Существует еще один класс интегралов, при вычислении которых 
полезно применить формулу интегрирования по частям. Применяемый прием 
называется «интегрирование с возвратом». Суть его состоит в том, что в 
результате применения формулы интегрирования по частям мы получаем 
уравнение для искомого интеграла.  
 Приведем пример вычисления интегралов вида cosaxe bxdx∫ и  

.  sinaxe bxd∫ x

 Задача 13.Найти . cosaxe bx∫ dx

bxПусть . Значит  cosu = sindu b bxdx= − . Тогда 1,ax ax axdv e dx v e dx e
a

= = =∫ . 

Получаем 
1cos cos sinax ax axbe bxdx e bx e bxdx
a a

= +∫ ∫ . 

Далее обозначим . Значит  sinu = bx cosdu b bxdx= . Тогда, как и ранее 
1,ax ax axdv e dx v e dx e
a

= = =∫ . Применяя еще раз формулу интегрирования по 

частям, получаем 
 

1cos cos sinax ax axbe bxdx e bx e bxdx
a a

= +∫ ∫ = 

 
1 1cos sin cosax ax axb be bx e bx e bxd
a a a a

x⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  
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Раскрываем скобки 
2

2 2

1cos cos sin cosax ax ax axb be bxdx e bx e bx e bxdx
a a a

= + −∫ ∫ . 

Фактически мы получили уравнение для определения искомого интеграла 
. cosaxe bx∫ dx

 Переносим интеграл из правой части соотношения в левую 
 

2

2 2

11 cos cos sax ax axb be bxdx e bx e
a a a

⎛ ⎞
+ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ inbx

d

. 

 
Получаем 

cosaxe bx∫ x = 2 2 2 2cos sinax axa be bx e bx
a b a b

C+ +
+ +

. 

 
 

Задача 14.Найти . 3 sin 4xe x∫ dx

xПусть . Значит  sin 4u = 4cos4du xdx= . Тогда 3 3 1,
3

3x x xdv e dx v e dx e= = =∫ . 

Получаем 
3 3 31 4sin 4 sin 4 cos4

3 3
x x xe xdx e x e x= −∫ ∫ dx

x

. 

Далее обозначим . Значит  cos4u = 4sin 4du xdx= − . Тогда, как и ранее 
3 3 1,

3
3x xdv e dx v e dx e= = =∫ x . Применяя еще раз формулу интегрирования по 

частям, получаем 
3 3 31 4sin 4 sin 4 cos4

3 3
x x xe xdx e x e x= −∫ ∫ dx = 

 
3 3 31 4 1 4sin 4 4 sin 4

3 3 3 3
x x xe x e cos x e xdx⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

Раскрываем скобки 
3 3 3 31 4 16sin 4 sin 4 cos4 sin 4

3 9 9
x x x xe xdx e x e x e x= − −∫ ∫ dx . 

 Переносим интеграл из правой части соотношения в левую 
3 3 316 1 41 sin 4 sin 4 c

9 3 9
x x xe xdx e x e⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠ ∫ os4x . 

Тогда 
 

3 sin 4xe x∫ dx= 3 33 4sin 4 cos4
25 25

x xe x e x− +C . 
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 Аналогичным образом могут быть вычислены интегралы вида: 
 2x Adx+∫  и 2 2a x d−∫ x . 

 Задача 15.Найти 2x Adx+∫ . 

Обозначим 2u x A dv dx= + , = . Тогда  
2

xdxdu
x A

=
+

,   v d . x= =∫ x

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
 

2x Adx+∫ =
2

2

2

xx x A dx
x A

+ −
+∫ . 

Преобразуем данное равенство к виду 
2x Adx+∫ =

2
2 2 2

2 2

x A A Ax x A dx x x A x Adx dx
x A x
+ −

+ − = + − + +
+ +∫ ∫ A∫  

Последний из интегралов в правой части является табличным. Вычисляя его, 
имеем 

2x Adx+∫ = 2 2 2lnx x A x Adx A x x A+ − + + + +∫  

Из полученного выражения следует 
22 x Adx+∫ = 2 2lnx x A A x x A+ + + +  

Тогда 
2x Adx+∫ = 2 2ln

2 2
x Ax A x x A+ + + + +C . 

  
Задача 16.Найти 2 2a x d−∫ x . 

Обозначим 2 2u a x= − , dv dx= . Тогда  
2 2

xdxdu
a x
−

=
−

,   v d . x= =∫ x

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем 
 

2 2a x d−∫ x =
2

2 2

2 2

xx a x d
a x

− +
−∫ x . 

Преобразуем данное равенство к виду 
2 2a x d−∫ x = 

=
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

a x a ax a x dx x a x a x dx d
a x a x
− −

− − = − − − +
− −∫ ∫ x∫  

Последний из интегралов в правой части является табличным. Вычисляя его, 
получаем 

2 2a x d−∫ x = 2 2 2 2 2 arcsin xx a x a x dx a
a

− − − +∫  
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Из полученного выражения следует 
2 22 a x d−∫ x = 2 2 2 arcsin xx a x a

a
− +  

Тогда 
2 2a x d−∫ x =

2
2 2 arcsin

2 2
x aa x C

a
− + +

x . 

 
Интегрирование рациональных дробей. 
 

Напомним, что рациональной дробью называется выражение вида: 
( )( )
( )

n

m

P xR x
Q x

= , где  - многочлены степени  и соответственно.  ( ), ( )n mP x Q x n m

Дробь называется правильной, если степень многочлена в числителе строго 
меньше степени многочлена в знаменателе. В противном случае дробь 
называется неправильной.  
 Известно, что всякая неправильная ( )дробь может быть 
представлена в виде 

n m≥

( )( )
( )

n

m

P xR x
Q x

= = , где ( )  - многочлен соответствующей 

степени, а 

1( ) ( )n mP x R x− +

( )

n mP x−

1R x - правильная рациональная дробь. 
Поскольку проблема интегрирования многочлена не представляет серьезных 
трудностей, то основной вопрос – это интегрирование правильных 
рациональных дробей. 
 Простейшими рациональными дробями называются следующие 
выражения: 
 

1)
A

x a−
; 2) 

( )n

A
x a−

; 3) 2

Mx N
x px q

+
+ +

; 4) 2( )n

Mx N
x px q

+
+ +

,  

где в последних двух выражениях  2 4 0p q− < . 
 Известна теорема о том, что всякая правильная рациональная дробь 
может быть представлена в виде суммы простейших рациональных дробей. 
Поясним вид такого представления. 

Пусть имеется правильная рациональная дробь ( )( )
( )

n

m

P xR x
Q x

= . 

Любой многочлен с действительными коэффициентами может быть 
представлен в виде произведения линейных и квадратных множителей. 
Предположим, что 
  2 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )l r k

mQ x x a x b x px q x sx g= − ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ + + i

i mГде  - целые числа, ,..., , ,...,l r k ... 2 ... 2l r k i+ + + + + =  
2 24 0,...., 4 0.p q s g− < − <  

Тогда  дробь ( )R x может быть представлена в виде 
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1 1
1( )

( ) ( ) ( )
l l

l l

A A AR x
x a x a x a

−
−= + + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +

− − −
1 1

1( ) ( ) ( )
r r

r r

B B B
x b x b x b

−
−+ + ⋅ ⋅ ⋅ + +

− − −
 

1 1 1 1
2 2 1 2( ) ( ) ( )

k k k k
k k

M x N M x N M x N
x px q x px q x px q

− −
−

+ + +
+ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ +

+ + + + + +
 

1 1 1 1
2 2 1 2( ) ( ) ( )

i i i i
i i

S x G S x G S x G
x sx g x sx g x sx g

− −
−

+ +
+ + + ⋅ ⋅ ⋅ +

+ + + + + +
+ . 

Методы определения коэффициентов разложения будут рассмотрены на 
конкретных примерах. 
 Приведем схему интегрирования простейших дробей. 

1. ( ) ln
( ) ( )

A d x adx A A x a C
x a x a

−
= = −

− −∫ ∫ +  

2.
1

1

( )( ) ( )
( ) 1 ( 1)( )

n
n

n n

A x adx A x a d x a A C C
x a n n x a

− +
−

−

−
= − − = + = − +

− − +∫ ∫
A

− −
 

3. Схема вычисления интегралов вида  2

Mx N dx
x px q

+
+ +∫  была изложена ранее. 

4.Рассмотрим схему вычисления интегралов вида 2( )n

Mx N dx
x px q

+
+ +∫ . 

Выделив полный квадрат, представим квадратный трехчлен в виде  
2 2

2

2 4
p px px q x q⎛ ⎞+ + = + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Поскольку 

2

0
4
pq − > , то обозначим 

2
2

4
pq − = m . Сделаем замену переменной , ,

2 2
p pt x dt dx x t= + = = − . 

Тогда имеем  
 

2 2 2 2 2 2
2

( ) ( ) 2 (n n

pM t N
tdt Mp dtdt M N

t m t m t m

⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ = + −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ )n+
. 

 
Вычислим каждый интеграл отдельно. 
 

2 2

2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1
( ) 2 ( ) 2( 1)( )n n

tdt d t m
t m t m n t m 1n−

+
= = −

+ + − +∫ ∫  

Рассмотрим схему вычисления второго интеграла 2 2( )n

dt
t m+∫ . Обозначим 

2 2( )n n

dtI
t m

=
+∫ . Его вычисление при 1n = не представляет трудностей, 

поскольку он является табличным интегралом 1 2 2

1
( )

dt tI arctg
t m m m

= =
+∫ . 
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Далее наш метод состоит в том, чтобы получить рекуррентное соотношение, 

которое позволяет сводить вычисление 2 2( )n n

dtI
t m

=
+∫  к вычислению 

1 2 2( )n n

dtI
t m− 1−=
+∫ . 

 Преобразуем интеграл к виду 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 1 2 2 2

1 ( ) 1 1
( ) ( ) ( )n n n

t m t dt dt t dtI
m t m m t m m t m−

+ −
= = −

+ +∫ ∫ ∫ n+
 

 
Это соотношение перепишем в виде 

12 2 2

1 1
( )n n n

tdtI I t
m m t m−= −

+∫ 2  

Для вычисления интеграла в правой части используем формулу 
интегрирования по частям. Обозначим: 

u t= , 2 2( )n

tdtdv
t m

=
+

. Тогда du dt= , 

2 2 2 2
2 2 2 2

1 1( ) ( )
( ) 2 2( 1)( ) 1n n

tdtv t d t m
t m n t m −= = + = −
+ − +∫ ∫ nm −+ . 

Получаем 

12 2 2 2 1 2 2 1

1 1
2( 1)( ) 2( 1)( )n n n n

t dtI I
m m n t m n t m− − −

⎡ ⎤
= − − + =⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦

∫  

12 2 2 1 2

2 3
2 ( 1)( ) 2 ( 1) nn

t n I
m n t m m n −−

−
= +

− + −
 

Таким образом 12 2 2 1 2

2 3
2 ( 1)( ) 2 ( 1)n nn

t nI I
m n t m m n −−

−
= +

− + −
. 

Задача 17.Найти 2 3( 10)
dx

x +∫ . 

Используя полученное рекуррентное соотношение, получаем 

2 3( 10)
dx

x +∫ = 2 2 2 2

2 3 3
2 10 (3 1)( 10) 2 10 (3 1) ( 10)

x d
x x

x⋅ −
+

⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − +∫ . 

Используем еще один раз рекуррентное соотношение. 
 Тогда 
 

2 3( 10)
dx

x +∫ = 2 2 2 2

3 1
40( 10) 40 20( 10) 20 ( 10)

x x
x x x

dx⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

∫  

Вычисление последнего интеграла не представляет трудностей. 
Следовательно 
 

2 3( 10)
dx

x +∫ = 2 2 2

3 3
40( 10) 800( 10) 800 10 10

x x arctg C
x x

+ +
+ +

x
+  
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Далее приведем примеры интегрирования рациональных дробей. 

Задача 18.Найти 
24 9

( 2)( 1)( 1)
x x dx

x x x
− −

+ + −∫  

 Выражение, стоящее под знаком интеграла, является правильной 
рациональной дробью. Представление этой дроби в виде суммы простейших 
дробей ищем в виде 

24 9
( 2)( 1)( 1) ( 2) ( 1) ( 1)

x x A B
x x x x x x

− −
= + +

+ + − + + −
C

)

. 

Осталось определить неизвестные пока коэффициенты А, В, С. 
Приведем правую часть к общему знаменателю, который равен 
( 2)( 1)( 1x x x+ + −  - знаменателю в левой части выражения и приравняем 
числители в правой и левой частях.   Получим 

24 9 ( 1)( 1) ( 2)( 1) ( 2)( 1x x A x x B x x C x x− − = + − + + − + + + ) .                       (1)       
В соотношении (1) приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях  
и получаем систему уравнений для определения А, В, С. 

x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−−
−=+
=++

922
13

4

CBA
CB

CBA
. 

 Решая эту систему уравнений, находим коэффициенты. Отметим, что в 
данном случае нет необходимости решать систему уравнений, поскольку 
неизвестные коэффициенты можно определить более простым путем. 
Равенство (1) рассматриваем как равенство многочленов, верное для любых 
значений x . Подставим в левую и правую части этого равенства 2x = − . 
Получим 

A39 = , . 3=A
Подставляя 1x = − , имеем  

B24 −=− , 2=B . 
Подстановка 1x = дает 

C66 =− , . 1−=C
Следовательно 

24 9 3 2 1
( 2)( 1)( 1) ( 2) ( 1) ( 1

x x
x x x x x x

− −
= + −

+ + − + + − )
. 

Тогда  
24 9

( 2)( 1)( 1)
x x dx

x x x
− −

+ + −∫ = 3 2 1
( 2) ( 1) ( 1)

dx
x x x

⎡ ⎤
+ − =⎢ ⎥+ + −⎣ ⎦

∫  

= ( 2) ( 1) ( 1)3 2 3ln 2 2ln 1 ln
( 2) ( 1) ( 1)

d x d x d x 1x x x
x x x
+ + −

+ − = + + + − −
+ + −∫ ∫ ∫ C+ . 

Ответ: 
24 9

( 2)( 1)( 1)
x x dx

x x x
− −

+ + −∫ =3ln 2 2ln 1 ln 1x x x C+ + + − − +  
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 Задача 19.Найти 2

4 8
( 3)( 1)

x dx
x x

−
− −∫  

Поскольку дробь правильная, то представим ее в виде суммы простейших  
дробей вида 

2 2

4 8
( 3)( 1) ( 3) ( 1) ( 1)

x A B C
x x x x x

−
= + +

− − − − −
. 

Приводя к общему знаменателю, и, приравнивая числители в левой и правой 
частях, получаем 

24 8 ( 1) ( 3) ( 3)( 1x A x B x C x x− = − + − + − − ) .                                                       (2) 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x  и получаем 
систему уравнений для определения А, В, С. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+−

=+

833
442

0

CBA
CBA

CA
. 

Решая эту систему уравнений, находим коэффициенты. Отметим, что в 
данном случае нет необходимости полностью решать систему уравнений, 
поскольку часть неизвестных коэффициентов можно определить более 
простым путем. Равенство (2) рассматриваем как равенство многочленов, 
верное для любых значений x . Подставим в левую и правую части этого 
равенства 3x = . Получим 

A44 = , 1=A . 
Подставим в левую и правую части этого равенства 1x = . Получим 

B24 −=− , 2=B . 
Из первого уравнения системы находим 

1−=C . 
Тогда  

2 2

4 8 1 2 1
( 3)( 1) ( 3) ( 1) ( 1

x
x x x x x

−
= + −

− − − − − )
. 

Следовательно  

2

4 8
( 3)( 1)

x dx
x x

−
− −∫ = 2

1 2 1
( 3) ( 1) ( 1)

dx
x x x

⎡ ⎤
+ − =⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

∫  

= 2

( 3) ( 1) ( 1) 22 ln 3 l
( 3) ( 1) ( 1) 1

d x d x d x n 1x x C
x x x x
− − −

+ − = − − − −
− − − −∫ ∫ ∫ +  

Ответ: 2

4 8
( 3)( 1)

x dx
x x

−
− −∫ = 2ln 3 ln 1

1
x x C

x
− − − − +

−
. 

 

Задача 20.Найти 
3 2

2

11 34 32
4( 1) ( 2)( 4)

x x x dx
x x x

− +
− − −∫  

Разложим это выражение на простейшие дроби 
3 2

2 2

11 34 32
( 1) ( 2)( 4) ( 1) 1 2 4

x x x A B C D
x x x x x x x

− +
= + + +

− − − − − − −
. 
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Определяем коэффициенты 

)
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях

3 2

2 2

11 34 32
2)( 4) ( 1) ( 4) ( 1) ( 2

x x x
x C x x D x x

− + =

− + − − + − −
 

( 2)( 4) ( 1)(A x x B x x= − − + − −
 x , получаем 

 

2

Часть коэффициентов определим независимым путем. 
Полагая

11B C D+ + =⎧
7 6 4 34

6 15 9 5 3
8 8 4 2 0

A B C D
A B C D

A B C D

− − − = −
− + + + =⎪
⎪ − − − =⎩

 
⎪
⎪
⎨

 1x = , 2x = , 4x =  получаем 

; 
. 

Тогда . 
Следова ьно  

 
3= ; 93 =A , A

162 =C , 8−=C−
28 =
 B

818 =D , 16D
3=

тел
3 2

24( 1) ( 2)(x x 2

3 32 3 3 2 4
4) 4( 1) 4( 1) 2 4

x dx dx
x x x x x

⎡11 4x x ⎤− +
= + − +⎢ ⎥− − − − −− − ⎣ ⎦
∫ = 

 

=

∫

2

3 ( 1) 3 ( 1) ( 2) ( 4)2 4
4 ( 1) 4 ( 1) ( 2) ( 4)

d x d x d x d xdx dx dx dx
x x x x

− − − −
+ − +

− − − −∫ ∫ ∫ ∫  =

3 3 ln 1 2ln 2 4ln 4
4( 1) 4

x x x
x

C− + − − − + − +
−

 

Ответ: 

=

3 2

2

11 34 32
4( 1x −∫ ) ( 2)( 4)

x x x dx
x x

− +
=

− −
3 3 ln 1 2ln 2 4ln 4

4( 1) 4
x x x

x
− + − − − + −

−
 C+

Задача 21.  
4

3 2

1x dx
x x

+
−∫Найти . 

 Подынтегральное выражение является неправильной рациональной 
дробь  в виде суммы многочлена и правильной ю. Представим его
рациональной дроби.  
Для этого используем схему деления многочлена на многочлен  
 

          _ 4 1x +  3 2x x−  
 4 3  x +1  x x−  
             3    _ 1x +   
                   3 2x x  −  

       2 1x +   
 



 26

Следовательно 
 

4 1x 2

2

1
3 2x x−
+ =( 1)x + +

( 1)
x

x x
+
−

 

 

олученную правильную рациональную дробь 
2

2

1
( 1

x
x x )

+
−

 П представим в виде 

суммы простейших дробей 
 

2 1
2 2( 1) 1
x A B C

x x x x x− −
Приводя к общему знаменателю, и, приравнивая числители в левой и правой 
частях, получаем 

+
= + +  

2 21 ( 1) ( 1)x A x Bx x Cx+ = − + − +  
Приравнивая коэф  xфициенты при одинаковых степенях , имеем систему 
уравнений 

Решением ой системы являются: 

1;
0;

B C
A B
+ =⎧

⎪ − =⎨
1.A⎪− =⎩

 

эт 1;A = −  1B = − ; С=2. 

Тогда 
4

3 2 dx
x x−∫ =1x +

21 1 1 2
1

x d
x

⎡ ⎤ =⎥− ⎦
 x

x x
+ − − +⎢⎣∫

 
2

2

( 1) 12 ln 2
1 2

dx dx d x x ln 1xdx dx x x x C
x x x x

−
+ − − + = + + − + − +

−∫ ∫ ∫ ∫ ∫= . 

твет: 

 
4

3 2

1x dx
x x

+
−∫ =

2 1 ln 2ln 1
2
x x x x

x
+ + − + − +О C . 

Задача 22.

 

 3 2

2 2
1 ( 1)( 1)

x xdx dx
x x x x
− −

=
− − + +∫ ∫Найти . 

Прави ую дробьльную рациональн  2

2
( 1)( 1

x
x x x )

−
− + +

 представим в виде суммы 

простейших дробей 
 

2 2

2x A Bx C
( 1x )( 1) 1 1x x x x x

+
+

− + + − + +
 

 
Приводя к общему знаменателю, и приравнивая числители в левой и правой 
частях, получаем 

−
=

, 



 27

риравнивая коэффициенты при одинаковых степенях

 
22 ( 1) ( )( 1)x A x x Bx C x− = + + + + −  

 
 xП , получаем систему 

уравнений 

 
Коэффициент  можно найти непосредственно подстановкой

 
0;A B

A B C
+ =⎧

⎪ − + =1;
2.A C− = −⎩

 ⎨
⎪

 1x =  А в 
исходное уравнение.  Получаем 

1 3A− = , то есть 1
3

A = − . 

Тогда 1 5,
3

B C= =  

 
3

3 2

2x x−
∫

2
1 ( 1)( 1)
dx dx

x x x x
−

=
− − + +∫ = 2

1 1 ( 5
3 ( 1) 3 ( 1)

dx x dx
x x x

)+
− +

− + +∫ ∫ = 

 

2

1 1(2 1) 51 1 2 2ln 1
3 3 ( 1)

x
x dx

x x

+ − +
− − +

+ +∫ = =

2 2

1 1 (2 1) 9ln 1
3 6 ( 1) 6 ( 1

x dx dxx
x x x x

+
− − + +

+ + + +∫ ∫ )
= 

=
2

2 2

1
1 1 ( 1) 3 2ln 1
3 6 ( 1) 2 1 3

2 4

d x
d x xx

x x
x

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠− − + +
+ + ⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ = 

= 2

1
1 1 2ln 1 ln 1 3
3 6 3

2

x
x x x arctg C

+
− − + + + + + = 

= 21 1 2 1ln 1 ln 1 3
3 6 3

xx x x arctg C+
− − + + + + + . 

 

твет: 3

2
1

x dx
x
−

=
−∫ 21 1 2 1ln 1 ln 1О 3

3 6 3
xx x x arctg C+

− − + + + + + . 
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Интегралы, сводящиеся к интегрированию рациональных дробей. 
 
Рациональной функцией ( )R x  будем называть функцию, при вычислении 
которой используются следующие математические операции: сложение, 
вычитание, умножение, деление, возведение в целую степень. 
 
 Интегралы вида ( )xR e dx∫ . 
Данный интеграл сводится к интегрированию рациональных дробей заменой 

переменной xe t= . Тогда lnx t= , dtdx
t

= .  

После подстановки получаем 

 ( )( )x R tR e dx dt
t

=∫ ∫ . 

Полученное выражение является рациональной дробью. 

 Задача 23.Найти .
44

1
2 dx

ee

e
xx

x

∫ ++

+
 

Сделаем замену переменной xe t= . Тогда lnx t= , dtdx
t

= . 

После подстановки получаем 2 2

1 1 .
4 4 ( 4 4) ( 2)

x

x x

e t tdx dt dt
e e t t t t t

+ +
= =

+ + + + +∫ ∫ ∫ 2

1+
 

Выражение, стоящее под знаком интеграла, является правильной 
рациональной дробью. Представление этой дроби в виде суммы простейших 
дробей ищем в виде 
 

2 2

1
( 2) ( 2) ( 2)

t A B
t t t t
+

= +
+ + +

C
t

+

2)

1

. 

Осталось определить неизвестные пока коэффициенты А, В, С. 
Приведем правую часть к общему знаменателю, который равен  - 
знаменателю в левой части выражения, и приравняем числители в правой и 
левой частях. Получим 

2( 2)t t+

21 ( 2) (t At B t t C t+ = + + + + .                              
В полученном соотношении приравниваем коэффициенты при одинаковых 
степенях  и получаем систему уравнений для определения А, В, С. t

0
2 4

4 1

B C
A B C
C

+ =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ =⎩

. 

  
Решая эту систему уравнений, находим коэффициенты.  

1 1, ,
2 4

A B C= = − =
1
4

. 
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Тогда 

2 2

1 1 1 1
( 2) 2 ( 2) 4 ( 2) 4

t dt dt dt
t∫dt

t t t t
+

= − +
+ + +∫ ∫ ∫ = 1 1 1ln 2 ln

2( 2) 4 4
t t

t
C− − + + +

+
 

Подставляя xt e= , получаем                       

2

1
4 4

dx
x

x x

e
e e

+
+ +∫ =

1 1 1ln( 2)
2( 2) 4 4

x
x e x

e
− − + +

+
C+  

 

Задача 24.Найти .
106

1
2 dx

ee

e
xx

x

∫ +−

−  

Сделаем замену переменной xe t= . Тогда lnx t= , dtdx
t

= . 

После подстановки получаем  

2 2

1 1
6 10 ( 6 10)

x

x x

e tdx dt
e e t t t

− −
=

− + − +∫ ∫  

Выражение, стоящее под знаком интеграла, является правильной 
рациональной дробью. Представление этой дроби в виде суммы простейших 
дробей ищем в виде 
 

2 2

1
( 6 10) 6 1

t A Bt
t t t t t t

− +
= +

− + − + 0
C

t

t

. 

Осталось определить неизвестные пока коэффициенты А, В, С. 
Приведем правую часть к общему знаменателю, который равен  
- знаменателю в левой части выражения, и приравняем числители в правой и 
левой частях. Получим 

2( 6 10)t t− +

21 ( 6 10) ( )t A t t Bt C− = − + + + .                              
В полученном соотношении приравниваем коэффициенты при одинаковых 
степенях  и получаем систему уравнений для определения А, В, С. t
 

0
6 1

10 1

A B
A C
A

+ =⎧
⎪− + =⎨
⎪ = −⎩

. 

 Решая эту систему уравнений, находим коэффициенты.  
1 1, ,

10 10 10
A B C= − = =

4 . 

 
Тогда  

2 2

1 1 1 ( 4
( 6 10) 10 10 6 1

t dtdt
t t t t t t

− +
= − +

− + − +∫ ∫ ∫
)

0
t dt = 
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= 2

1 (2 6) 4 31 1 2ln
10 10 6 10

t
t d

t t

− + +
− +

− +∫ t =  

 

= 2 2

1 1 (2 6) 7 1ln
10 20 6 10 10 6 10

t dtt d
t t t t

−
− + +

− + − +∫ ∫ t =  

 

=
2

2 2

1 1 ( 6 10) 7 ( 3)ln
10 20 6 10 10 ( 3) 1

d t t d tt
t t t

− + −
− + +

− + − +∫ ∫ =  

 

= 21 1 7ln ln 6 10 ( 3)
10 20 10

t t t arctg t− + − + + − +C  

Подставляя xt e= , получаем 
 

              2

1
6 10

x

x x

e dx
e e

−
− +∫ = 21 7ln( 6 10) ( 3)

10 20 10
x x xx e e arctg e− + − + + − +C . 

 

Задача 25.Найти .
166

4
2 dx

ee

e
xx

x

∫ −+

+  

Сделаем замену переменной xe t= . Тогда lnx t= , dtdx
t

= . 

После подстановки получаем .
)8)(2(

4
)166(

4
166

4
22 ∫∫∫ +−

+
=

−+
+

=
−+

+ dt
ttt

tdt
ttt

tdx
ee

e
xx

x

 

Выражение, стоящее под знаком интеграла, является правильной 
рациональной дробью. Представление этой дроби в виде суммы простейших 
дробей ищем в виде 

4
( 2)( 8) 2 8

t A B
t t t t t

+
= + +

− + − +
C
t

. 

Осталось определить неизвестные пока коэффициенты А, В, С. 
Приведем правую часть к общему знаменателю, который равен ttt )8)(2( +−  - 
знаменателю в левой части выражения, и приравняем числители в правой и 
левой частях. Получим 

)8)(2()2()8(4 +−+−++=+ ttCttBttAt .       
                        
В полученном соотношении приравниваем коэффициенты при одинаковых 
степенях  и получаем систему уравнений для определения А, В, С. t
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=++

.416
,1628

,0

C
CBA

CBA
. 
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 Решая эту систему уравнений, находим коэффициенты.  

4
1,

20
1,

10
3

−=−== CBA . 

Тогда 
Cttt

t
dt

t
dt

t
dtdt

ttt
t

+−+−−=−
+

−
−

=
+−

+
∫∫∫∫ ln

4
18ln

20
12ln

10
3

4
1

820
1

210
3

)8)(2(
4 . 

Подставляя xt e= , получаем 
 

.
166

4
2 dx

ee

e
xx

x

∫ −+

+
= Cxee xx +−+−−

4
18ln

20
12ln

10
3 . 

 

Интегралы вида dxxbaxbaxbaxR q
p

s
r

n
m

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++ ,)(,...,)(,)( . 

Данный неопределенный интеграл сводится к интегрированию рациональной 
дроби  по следующей схеме. 

 Обозначим  через  - наименьшее общее кратное чисел . (На 
всякий случай напомним, что наименьшим общим кратным для некоторого 
множества целых чисел называется такое наименьшее целое число, которое 
делится без остатка на все числа данного множества.)  

k ( , ,..., )n s q

Сделаем замену переменной . Тогда ktbax =+ dt
a

ktdx
a

btx
kk 1

,
−

=
−

= . 

После указанной замены подынтегральное выражение превращается в 
рациональную дробь. 
 Рассмотрим примеры. 
 

Задача 26.Найти ∫ −−− 3 11 xx
dx

. 

 Подынтегральная функция содержит 2
1

)1(1 −=− xx  и 3
1

3 )1(1 −=− xx . 
Надеемся, что не требует долгих объяснений тот факт, что наименьшим 
целым числом, которое делится на 2 и на 3 является число 6.  

Сделаем замену , 61 tx =− 6 1−= xt . Тогда . Напомним, 
что  

dttdxtx 56 6,1 =+=

mnnm aa =)( . Следовательно 32
1

62
1

)()1(1 ttxx ==−=− , 23
1

63
1

3 )()1(1 ttxx ==−=− . 
Тогда  

∫∫∫ −
=

−
=

−−− 1
66

11

3

23

5

3 t
dtt

tt
dtt

xx
dx . 

 
Выражение, стоящее под знаком интеграла является неправильной 
рациональной дробью. Следовательно, его можно представить как сумму 
многочлена и правильной рациональной дроби.  
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Имеем 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+++=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

++−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−
−

=
−
+−

=
− 1

116
1

1
1

)1)(1(6
1

1
1
16

1
116

1
6 2

2333

t
tt

tt
ttt

tt
t

t
t

t
t  

 
 Следовательно 
 

=
−∫ 1

6 3

t
dtt Cttttdt

t
tt +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+++=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
+++∫ 1ln

23
6

1
116

23
2  

Подставляя 6 1−= xt , получаем 
 

 ∫ −−− 3 11 xx
dx = Cxxxx +−−+−+−+− 11ln6161312 663 . 

 

Задача 27.Найти .
123 dx

x
x∫ +

 

 Сделаем замену переменной . Тогда 312 tx =+ 3 12 += xt , 
2

13 −
=

tx , 

23
2

dx t dt= . Тогда получаем 

Cttdtttdtt
t

t

dx
x
x

+−=−=

−

=
+ ∫∫∫ 2542

3

3 8
3

20
3)(

4
3

2
32

1

.
12

. 

Подставляя 3 12 += xt ,  получаем окончательный ответ 

Cxxxdx
x
x

++−++=
+∫ 3 23 2

3
)12(

8
3)12()12(

20
3.

12
. 

 
Интегралы вида dxxxR∫ )cos,(sin . 

 Данный интеграл сводится к интегрированию рациональных дробей 
путем следующей замены. Обозначим 

2
xtgt = . Тогда arctgtx 2= , dt

t
dx 21

2
+

= . 

 Из школьного курса тригонометрии известны формулы выражения 
синуса и косинуса через тангенс половинного угла. На всякий случай мы 
напомним эти формулы. Для тех, кто их успел забыть, это будет не вредно, а 
те, кто еще их помнит, надеемся, не обидятся на нас.  
Итак: 
 

2
2 1

2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x

+
=

+
= . 2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

cos
t
t

xtg

xtg
x

+
−

=
+

−
= . 

Такая подстановка приводит вычисление исходного интеграла к 
интегрированию рациональной дроби. 
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 Задача 28.Найти ∫ + xx
dx

cossin
. 

 Сделаем замену переменной 
2
xtgt = . Тогда 

 

∫∫∫∫ ∫ =
−−

−
−=

−−
−=

−+
=

+
−

+
+

+=
+ 2)1(

)1(2
12

2
12

2

1
1

1
2

1
2

cossin 222

2

2

2

2

t
td

tt
dt

tt
dt

t
t

t
t

t
dt

xx
dx  

= C
xtg

xtg
C

t
t

t
td

+
+−

−−
−=+

+−
−−

−=
−−
−

− ∫
21

2

21
2ln

2
1

21
21ln

22
2

)2()1(
)1(2

22
. 

(Мы не стали делать подробных пояснений при вычислении данного 
интеграла, поскольку надеемся, что к этому моменту Вы овладели техникой 
вычисления интегралов, содержащих квадратный трехчлен в знаменателе.) 
Таким образом 

∫ + xx
dx

cossin
= C

xtg

xtg
+

+−

−−
−

21
2

21
2ln

2
1 . 

 Найти ∫ ++ 1cossin xx
dx

. 

 Используя замену 
2
xtgt = , получаем 

CxtgCt
t
td

t
dt

t
t

t
t

t
dt

xx
dx

++=++=
+
+

=
+

=
+

+
−

+
+

+=
++ ∫∫∫∫ 1

2
ln1ln

1
)1(

22
2

1
1
1

1
2

1
2

1cossin
2

2

2

2
. 

То есть Cxtg
xx

dx
++=

++∫ 1
2

ln
1cossin

. 

 При дальнейшем изложении материала мы будем исходить из того, 
что к данному моменту Вы уже овладели некоторой техникой 
интегрирования, и поэтому будем позволять себе  «такую роскошь» как 
несколько менее подробные пояснения и менее подробные 
промежуточные выкладки. 
 
 Рассмотрим еще один класс интегралов – интегралы вида . ∫ dxtgxR )(

Конечно, читатель может задать вопрос: «Поскольку 
x
xtgx

cos
sin

= , то данный 

тип интегралов уже рассмотрен, и чем вызвана причина их отдельного 
изучения?». Он конечно прав. Однако существует замена переменной, 
которая позволяет вычислить этот интеграл в некоторых случаях более 
просто. В этом случае такой заменой является tgxt = . Тогда arctgtx = , 
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21 t
dtdx
+

= . После такой подстановки вычисление интеграла сводится к 

интегрированию рациональной дроби. 

 Задача 29.Найти sin
sin cos

x dx
x x+∫ . 

Сначала убедимся, что данный интеграл действительно относится к 
указанному типу. Для этого преобразуем данное выражение 

2 2

sin
sin cos

sinsin cos 1 1 1 ( 1)( 1)1
cos

x
x tgx t dt tdtxdx dx dxxx x tgx t t t t

x

= = = ⋅ =
+ + + ++

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ + +
. 

Выражение 
)1)(1( 2 ++ tt

t  является правильной рациональной дробью и может 

быть разложено в сумму простейших рациональных дробей. Имеем 
 

11)1)(1( 22 +
+

+
+

=
++ t

CBt
t

A
tt
t  

После приведения к общему знаменателю в правой и левой частях получаем 
)1)(()1( 2 ++++= tCBttAt . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , получаем систему 
уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

.0
;1
;0

CA
CB
BA

 

Решая эту систему, получаем  

2
1,

2
1,

2
1

==−= CBA . 

Следовательно 
 

=
+

+
+

++−=
+
+

+
+

−=
++ ∫∫∫∫∫ 12

1
12

11ln
2
1

1
1

2
1

12
1

)1)(1( 2222 t
dt

t
tdttdt

t
t

t
dt

tt
tdt  

= =+++++−=
+

+
+
+

++− ∫∫ Carctgttt
t

dt
t
tdt

2
11ln

4
11ln

2
1

12
1

1
)1(

4
11ln

2
1 2

22

2

 

= =++++−=+++++− Cx
x

tgxCtgxarctgxtgtgx
2
1

cos
1ln

4
11ln

2
1)(

2
11ln

4
11ln

2
1

2
2  

= Cxxx +++−
2
1cossinln

2
1 . 

Получаем sin
sin cos

x dx
x x+∫ = Cxxx +++−

2
1cossinln

2
1 . 

 Задача 30.Найти  ∫ xdxtg 3

После замены переменной tgxt =  получаем 
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=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
−+

=
+
−+

=
+

= ∫ ∫∫∫ dt
t

ttdt
t

tttdt
t

tttdt
t

txdx
11

)1(
11 22

2

2

3

2

3
3  ∫ tg

CxtgxtgCtt
t
tdttdttdt =−

2

=
t

++−=++−=
+
+

−
+ ∫∫∫ )1ln(

2
1

2
)1ln(

2
1

21
)1(

2
1

21
2

2
2

2

2

2

2 . 

Следовательно 

∫ xdxtg =3 Cxtgxtg
++− )1ln(1

2
2

2

. 
2

Тригонометрические подстановки в интегралах, содержащих  
выражения 22 xa − , 22 xa + , 22 ax − . 
 
 В эти случая полезны следующие подстановких . 

22 xa −Для случая выражения используется замена t . Тогда
, 

ax sin=  
tdtadx cos= tatataaxa cossin1sin 222222 =−=−=− . 

Для случая выражения 22 xa + используется ена зам  atgtx = . Тогда 

dta
2 , 

t
attgaaxa 1 22222 =++=+ . 

t
dx

cos
= attg

cos
2 =

Для случая выражения 22 ax − используется замена 
t

ax
cos

= . Тогда 

dt , 
t
ta

t
taa

t
axa

cos
sin

cos
cos1

cos 2

2
2

2

2
22 =

−
=−=−

t2os
tadx

c
n

=
si . 

 
 

( )∫
−

324 x

dxЗадача 31.Найти . 

Сделаем замену . Тогда tx sin2=  ,cos2 tdtdx =  
( ) ( ) ( ) t3cos8= . tx 3233 sin144 −=−

Следовательно

t232 sin44 −=

 
( )

=+===
−

∫∫∫ Ctgt
t

dtdt
t
t

x

dx
4
1

cos4
1

cos8
cos2

4
2332

 

C
x

xC=
xtt

⎜
⎛

2

cos4

x

CtCt
+

−
=+

⎟
⎠
⎞

⎝
−

=+
−

=+⋅
222 44

14

2
sin14

sinsin1 . 

Получаем 
( )∫
−4 x

dx
32

= C
x 2

x
+

−44
. 

 Задача 32.Найти 
( )∫
+ 29 x

dx
3

. 

Сделаем замену . Тогда tgtx 3=  
t

dtdx 2cos
3

= , 

( ) ( ) ( )
t

ttg 3

3233232

cos
2719 =+= . ttgx 999 +=+
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( )

=+===
+

∫∫∫ Cttdtdt

t

t
dt

x

dx sin
9
1cos

9
1

cos
27

cos
3

9
3

2

32
 Следовательно

2

2

2 2

sin 1t=
2

22 2

1 1 3
9 sin cos 9 1 9 9 91

3

x
tg t xC C C C

t t tg t x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠+ = + = + = +

+ + +⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 Получаем 
( )∫
+9 x

dx C
32 x9

x
+

+
=

92
. 

 Задача 33.  
( )∫

−
32 1x

dxНайти . 

Сделаем замену . Тогда 
t

tdtdx 2cos
sin

= 
t

x
cos

1
= , 

( )
33 2 332 1x ⎛− = 2 2 3

1 1 cos sin1
cos cos cos

t t
t t t

⎛ ⎞−⎞− = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Следовательно 
( )

=+−====
−

∫∫∫∫ C
tt

td
t

tdtdt

t
t
t

tdt

x

dx
sin

1
sin

sin
sin
cos

cos
sin
cos
sin

1
22

3

3

2

32
 

C
x

xC=

x
⎟
⎠

⎜
⎝

−1

Получаем 

C
t

+
−

−=+
⎞⎛

−=+
− 11

1
cos1 222

. −
1

( )∫ 3

dx C
x

x
+

−
−=

12
. 

−2 1x
 В заключение данного раздела рассмотрим
некоторых функций, которые непосредственно н

 методы интегрирования 
е входят в контрольную 

работу, но знание этих методов буде  при подготовке к экзамену. 
 Интегралы вида

т полезно
 ∫∫∫ mxdxnxmxdxnxmxdxnx cossin,sinsin,coscos . 

Напомним некоторые формулы тригонометрии: 

[ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

x y x y x= + + − y ; 

[1s in cos( )
2

]in s cos( )x y x y= −  x y− + ;

[ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

x y x y x y= + + − . 

Задача 34. Найти .  ∫ xdxx 3cos5cos

Решение. ∫∫∫ =+=+= xdxxdxdxxx 2cos
2
18cos

2
1)2cos8(cos

2
1  ∫ xdxx 3cos5osc
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= Cxxxxdxxd∫ 8cos
16
1

++=+ ∫ 2sin
4
18sin

16
1)2(2cos

4
1)8( . 

 
Задача 35.

 
 Найти . 

Решение. 

 ∫ xdxx sin4sin

∫ xdxx sin4sin ∫∫∫ =−=−= xdxxdxdxxx 5cos
2
13cos

2
1)5cos3(cos

2
1  

Cxxxxdxxd +−=− ∫∫ 5sin
10
13sin

6
1)5(5cos

10
1)3(3cos

6
1= . 

 Найти  

Решен

 ∫ xdxx 2cos7sin .

ие. ∫ xdxx 2cos7sin ∫∫∫ =+=+= x) xdxxdxdxx 5sin
2
19sin

2
15sin9(sin

2
1  

= Cxxxxdxxd +−−=+ ∫∫ 5cos
10

9cos
18

)5(5sin
10

)9(9sin
18

. 

Интегралы вида ∫ xdxsi . 

1111

 

 Рассмотрим два случая вычисления таких интегралов. 
й случай – это когда, по крайней мере, один из показателей степени  

или является нечетным числом. Будем считать для определенности

x mn cosn

Первы
  m  m  n

нечетным числом, то есть 12 += km . Обозначим xt sin= . Следовательно 
xdxdt cos= .  

огда ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) === ∫∫∫ xdxxxxdxxxxdxx knknmn coscossincoscossincossin 22  Т

= ) ( ) (( ) ( ) ( )∫∫ −= tt kn 21sin − dtxdxx kn 2 sinsin1 . 
ынтеграл ое выражение является многочленом и его 

рование (мы на это все-таки надеемся) не вызовет затруднений. 

Задача 36.

 Полученное под ьн
интегри
 
 Найти . 
Пусть . Тогда . 
меем

 ∫ xdxx 54 cossin

 xt sin=  xdxdt cos=

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) === ∫∫∫ xdxxxdxxxxdxx sincossincoscossincossin 2244454  И

( ) ( )) ( ) ( ( ) ∫∫∫ =+−=−= dttttdtt )2(1sin 864224  − txdxx sinsin1 224=

CxxxCttt
=−=

sisin2 55

++−++
9

n
7

sin2
59

9797

. 

 
Задача 37.

75

. Найти ∫ xdx3sin

Пусть . Тогда .  xdxdt sin−=t cos= x
Имеем ( ) ( )( ) ( )3 2 2 2sin sin sin 1 os cos 1cxdx x xdx d x t dt= = − − = − − =∫ ∫ ∫ ∫  x

=
3 3cost xx C+ = − + +cos
3 3

t C− + . 

  
Второй случай – оба показателя степени  и являются четными числами. 

 случае для понижения степени используются формулы  
n   m

 В этом
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2 1cos cos2

2
xx +

= 2 1 cos2sin
2

xx −
=; . 

  
 

Задача 38.Найти . 
Решение. 

 ∫ xdxx 24 sincos

( )
2

4 2 2 31 cos2 1 cos2 1cos sin 1 cos2 cos 2 cos 2
2 2 8

x xx xdx dx x x x dx+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫

=

=

2 31 1 1 1cos2 cos 2 cos 2
8 8 8 8

dx xdx xdx xdx+ − − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) 21 1 1 1 cos4 1cos2 2 cos 2 cos2
8 16 8 2 8

xx x d x dx x xdx+
+ − −= =∫ ∫ ∫  

= ( )21 1 1 1 1sin 2 cos4 ( 4 ) (1 sin 2 ) sin 2
8 16 16 64 16

x dx x d x x d x+ − − − − =∫ ∫ ∫  x

31 1 1 1 1 12 sin 4 sin 2 sin 2
16 64 16 48

sin
8 16

x x x x x x C− − + + =  + −=

= 31 1 1sin 4 sin 2
16 64 48

x x x− +

Таким si

C+ .  

 образом 4 2cos nx xdx∫ = 31 1 1sin 4 sin 2
16 64 48

x x x C− + + . 

Замечания: 
 - при вычислении 2cos 2xdx∫  мы воспользовались формулой двойного 

угла 1 cos4cos2
2

xx = ; 

 вычислении

+

 3cos 2xdx∫   - при мы воспользовались правилом 
тегрирования в случае, когда, по крайней мере, одна из степеней нечетная. 

Задача 39.
ин

 4sin xdx∫Найти . 

. 
2

4 21 cos2 1sin (1 2cos2 cos 2 )
2 4

xxdx dx x x dx−⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  Решение =

= 21 1 1 1 1 1cos2 cos 2 cos2 (2 ) (1 cos4 )
4 2 4 4 4 8

dx xdx xdx x xd x x dx− + = − + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

= 1 1 1 1 1 1 1 1sin 2 cos4 (4 ) sin 2 sin 4
4 4 8 32 4 4 8 32

x x dx xd x x x x x C+ = − + + + =∫ ∫  

=

− +

3 1 1sin 2 sin 4
8 4 32

x x x− + C+ . 

Получаем = ∫ xdx4sin
3 1 1sin 2 sin 4
8 4 32

x x x− + C+ . 
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2.ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
  
 
 Прежде чем перейти к непосредственному решению примеров, 
напомним некоторые факты теоретического курса. 
 Начнем с самого понятия определенного интеграла. 

 
                                          Фиг.1 
 
 Пусть на отрезке [  задана функция   ]ba; )(xfy =  и ( ) 0f x ≥

nx,...1 x
.   Разобьем 

отрезок [  на n  частей (фиг.1)  точками (]ba; ix ,0 +i xxx ,,...,1 bxa n ==0 , ).   
Обозначим  , где iii xxx −=Δ +1 ixΔ  - длина отрезка [ ]1; +ii xx .  На отрезке 
 выберем произвольную точку .  Вычислим  значение функции 
 в этой точке . Интуитивно понятно, что величина 

[ 1; +ii xx
)(xfy =
] ic

)( ii cfy = ii xcf Δ)(

(,0 xfy

 
при малом значении  будет не очень сильно отличаться от площади 
криволинейной трапеции, ограниченной линиями 

ixΔ
),1 yx , xxx ii ==== +

∑
−=

=0

ni

i

. 

Тогда сумма таких площадей по всем отрезкам разбиения будет 

близка к площади криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
. 

Δ) ix
1

( icf

)(xf=,0, yyb =, xax = =
 Теперь перейдем к более строгим рассуждениям. Назовем 

интегральной суммой  сумму вида  = . nI nI ∑
−=

=
Δ

1

0
)(

ni

i
ii xcf

Заметим, что значение интегральной суммы зависит и от способа разбиения и 
от способа выбора точек . Введем еще одну характеристику разбиения – 
параметр 

ic
λ , где λ  - наибольший из отрезков разбиения , то есть iii xxx −=Δ +1

ini
xΔ=

−≤≤ 10
maxλ .  

 Определение. Если существует предел интегральных сумм при 
0→λ ,  и этот предел не зависит ни от способа разбиения, ни от способа 

выбора точек , то функция ic )(xfy =  называется интегрируемой на 
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отрезке [ , а значение предела называется определенным интегралом 

от данной функции по отрезку 

]ba;

[ ]ba;

=

→0
lim

i

iλ

dx

, и обозначается . ∫
b

a
dxxf )(

 Таким образом = . ∫
b

a
dxxf )( ∑

−

=
Δ

1

0
)(

n

ii xcf

 Возникает естественный вопрос, а существуют ли вообще такие 
функции, для которых это понятие имеет смысл. Мы не будем приводить 
доказательство, а просто сформулируем известный факт: «Всякая функция, 
непрерывная на отрезке, является интегрируемой по этому отрезку». 
(Отметим, что непрерывными функциями не исчерпывается класс 
интегрируемых функций.) 
 Сформулируем свойства определенного интеграла. При формулировке 
свойств мы будем предполагать, что речь идет о функциях, интегрируемых 
по отрезку. 

 1. , где А – постоянная величина. ∫∫
b

a

b

a

dxxfAf )(( =Adxx)

[ ]+ xg )(

b c

a a

2. . ∫∫∫ +=
b

a

b

a

b

a

xgdxxfdxxf )()()(

3. ( ) ( ) ( )
b

c

f x dx∫ ∫

0=

∫−=
a

b

f (

−= bF )(

()( fx =

f x dx f x dx= + ∫ . 

Кроме того, по определению полагают  

)(∫
a

a

dxxf . 

∫
b

a

dxxdxxf ))(  при . ab <

 Далее перейдем к формуле Ньютона-Лейбница, которая 
устанавливает связь между неопределенным и определенным 
интегралом. 
 Пусть функция  является первообразной для функции 

, то есть .  
)(xFy =

)(xf=)(xfy = )(xF ′
Тогда  

∫
b

a

aFdxxf )()(  

- это соотношение и называется формулой Ньютона-Лейбница . 
 Символически это часто записывается следующим образом 

Если , то )xF ′ ∫ =
b

a

b

a
xFdxxf )()( . 

b

a
xF )(Запись  - читается «эф от икс в подстановке от а до бэ», а 

математически эта подстановка означает 



 41

)()()( aFbFxF b

a
−= . 

Следовательно, при известной первообразной вычисление определенного 
интеграла не должно представлять принципиальных затруднений, если не 
считать, конечно, таковыми подстановку чисел в известную формулу. 
 

 Задача 40.Найти. 20
4

1
4

3
4

443

1

3

1

4
3 =−==∫

xdxx . 

(Мы надеемся, что без особых пояснений понятно, что функция 
4

4xy =  

является первообразной для функции . А если это не так, то все 
предыдущие страницы пособия написаны напрасно.)  

3xy =

 Приведем еще два метода, которые используются достаточно часто при 
вычислении определенных интегралов. 
 
 Формула интегрирования по частям.  
 
Напомним, что в случае неопределенного интеграла формула 
интегрирования по частям записывалась в виде 
 ∫ ∫−= vduuvudv . 
Для определенного интеграла имеем  

 ∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv . 

 Формула замены переменной. 

Пусть требуется вычислить  и сделана замена переменной 

интегрирования 

∫
b

a

dxxf )(

)(tx ϕ= , где )(tx ϕ=  -  монотонная непрерывная функция на 
отрезке [ ]βα ; , имеющая непрерывную производную на этом отрезке. 

Тогда . ∫∫ ′=
β

α

ϕϕ dtttfdxxf
b

a

)())(()(

Касаясь этой формулы, отметим, что при замене переменной меняется 
не только подынтегральное выражение, но и пределы интегрирования. 
Об этом студенты иногда (скажем мягко) забывают. 
 
 Далее перейдем к решению задач. 
 

 Задача 41.. Вычислить ∫ ++
+1

0
2 22

12 dx
xx

x  

Найдем первообразную функции 
22

12
2 ++

+
=

xx
xy .  При ее вычислении 

воспользуемся методом интегрирования выражений, содержащих 
квадратный трехчлен в знаменателе. 
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2 2 2 2

2
2

2 2

2 1 (2 2) 1 (2 2)
2 2 2 2 2 2 2 2

( 2 2) ( 1) ln( 2 2) ( 1)
2 2 ( 1) 1

x x x dx dxdx dx
x x x x x x x x

d x x d x x x arctg x
x x x

+ + − +
= = − =

+ + + + + + + +
+ + +

= − = + + −
+ + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ +
 

Отметим, что при вычислении определенного интеграла значение 
произвольной постоянной не играет роли, поэтому мы положили ее значение 
равным нулю. 
Тогда 
1

2
0

2 1
2 2
x dx

x x
+

+ +∫ =

[ ] [
12

0
ln( 2 2) ( 1) ln5 2 ln 2 1x x arctg x arctg arctg⎡ ⎤+ + − + = − − −⎣ ⎦ ] =  

=
5ln 2
2 4

arctg π
− + . 

На всякий случай, напомним: 1)
b
aba lnlnln =− ; 2)

4
1 π
=arctg . 

 Задача 42. Вычислить 
4

2 2

0

cos sinx xdx

π

∫ . 

При решении этого примера воспользуемся методом интегрирования 
выражений вида  в случае, когда оба показателя степени 
четные. 

∫ xdxx nm cossin

2 2 21 cos2 1 cos2 1 1 1cos sin (1 cos 2 ) (1 cos4 )
2 2 4 4 8

x xx xdx dx x dx dx x dx+ −
= ⋅ = − = − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

= 1 1 sin 4
8 32

x x− . 

Следовательно 
4

2 2

0

cos sinx xdx

π

∫ =
4

0

1 1 1sin 4 sin 0
8 32 32 32 3

x x

π

2
π ππ⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
= . 

 Задача 43. Вычислить
4

2 3

0

cos sinx xdx

π

∫ . 

При решении этого примера воспользуемся методом интегрирования 
выражений вида  в случае, когда, по крайней мере, один из 
показателей степени  является нечетным числом. 

∫ xdxx nm cossin

Сделает замену переменных xt cos= . Тогда xdxdt sin−= , 
. Определим новые пределы 

интегрирования. Имеем: 

dtt )2−

0

xdxxxdx 1(sin)cos1(sin 23 −=−=

=x , 10cos ==t ; 
4
π

=x , 
2
2

4
cos ==

πt . 
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Следовательно, 
4

2 3

0

cos sinx xdx

π

∫ =

2
11 3 52

2 2 2 4

21 2
22

(1 ) ( )
3 5
t tt t dt t t dt
⎡ ⎤

− − = − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ =  

=
1 1 2 2 4 2 2 7 2
3 5 24 160 15 120

⎡ ⎤⎡ ⎤− − − = −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Задача 44. Вычислить 
2

0 cos sin 1
dx

x x

π

+ +∫ . 

Воспользуемся методом интегрирования выражений вида (sin ;cos )R x x d∫ x  и 

сделаем замену переменной 
2
xtgt = . Тогда 21

2
t

dtdx
+

= , 21
2sin

t
tx

+
= , 2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= . 

Определим новые пределы интегрирования: 00,0 === tgtx ; 1
4

,
2

===
ππ tgtx . 

Следовательно 

2

0 cos sin 1
dx

x x

π

+ +∫ =
1 12 1

2 0
0 0

2 2

2
1 ln ( 1) ln 2 ln1 ln 2

2 1 11
1 1

dt
dtt t

t t t
t t

+ = = + = − =
− ++ +

+ +

∫ ∫ . 

Задача 45. Вычислить 
4

0

cos
sin cos

xdx
x x

π

+∫ . 

Данный интеграл перепишем в виде 
4 4

0 0

cos
sin cos 1

xdx dx
x x tgx

π π

=
+ +∫ ∫  и  сделаем замену 

. Тогда tgxt = 21 t
dtdx
+

= . Определим новые пределы интегрирования: 

; 00 == tg,0= tx 1
4

,
4

===
ππ tgtx . 

 Следовательно 
14 4

2
0 0 0

cos
sin cos 1 ( 1)( 1)

xdx dx dt
x x tgx t t

π π

= =
+ + +∫ ∫ ∫ +

. 

Выражение
)1)(1(

1
2 ++ tt

 является правильной рациональной дробью, и может 

быть представлено как сумма простейших рациональных дробей в виде: 

11)1)(1(
1

22 +
+

+
+

=
++ t

CBt
t

A
tt

. 

Приводя левую и правую части к общему знаменателю и, отбрасывая его, 
получаем 

)1)(()1(1 2 ++++= tCBttA . 
Для определения неизвестных коэффициентов получаем систему уравнений 



 44

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

.1
;0
;0

CA
CB
BA

 

Решая эту систему, получаем 
2
1,

2
1,

2
1

=−== CBA .  

Тогда 
2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 ( 1) 1ln( 1)
( 1)( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2 4 ( 1) 2

dt dt tdt dt d tt a
t t t t t t

+
= − + = + − +

+ + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ rctgt =

 
21 1 1ln( 1) ln( 1)

2 4 2
t t a= + − + + rctgt . 

Следовательно 

4

0

cos
sin cos

xdx
x x

π

+∫ =
1

2
0 ( 1)( 1

dt
t t+ +∫ )

=
1

2

0

1 1 1ln( 1) ln( 1)
2 4 2

t t arctgt⎡ ⎤+ − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

= 1 1 1 1ln 2 ln 2 1 0 ln 2
2 4 2 4

arctg
8
π⎡ ⎤− + − = +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Задача 46. ∫ +

64

0
32 xx

dx .  

Сделаем замену переменной , 6tx = 6 xt = . Тогда 2335 ,,6 txtxdttdx === . 
Определим пределы интегрирования: 264,64;00,0 66 ====== txtx . 
Получаем 
64 2 2 2 2 25 3 3 3

3 23
0 0 0 0 0 0

6 ( 8) 8 86 6 6 48
2 2 2 2 22

dx t dt t dt t tdt dt dt
t t t t t tx x

+ − +
= = = = −

+ + + + ++∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1

=  

22 2 3
22 2
0

0 0 0

6 ( 2 4) 48 6 4 48ln ( 2)
2 3

dt tt t dt t t t
t

⎛ ⎞
− + − = − + − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∫ ∫ =  

= 86 4 8 0 48(ln 4 ln 2)
3

⎛ ⎞− + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 40 48ln 2− . 

(Мы воспользовались: 1) формулой суммы кубов , в 
данном примере ; 2) свойством логарифма 

))(( 2233 babababa +−+=+
)42)(2(28 2333 +−+=+=+ ttttt

b
aba lnlnln =− , в данном примере 2ln2ln4ln =− ). 

Задача 47. Вычислить 
1

2

1

cos
2

x xdxπ

−
∫ . 

Воспользуемся формулой интегрирования по частям. Пусть , 2xu =

xdxdv
2

cosπ= , тогда , xdxdu 2= xxdxv
2

sin2
2

cos π
π

π
== ∫ . 

Получаем 
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11 1

2 2

11 1

2 4cos sin sin
2 2 2

x xdx x x x xdxπ π
π π−− −

= −∫ ∫
π . 

Воспользуемся еще один раз формулой интегрирования по частям: xu = , 
; dxdu = xdxdv

2
sin π= , xxdxv

2
cos2

2
sin π

π
π

−== ∫ . 

Имеем 
11 1

2

11 1

2 2 4 2 2cos sin sin cos cos
2 2 2 2 2

x xdx x x xdxπ π π π π
π π π π π−− −

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − − + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

 

=
1

2 3
1

4 4 2 2 4 4 16cos cos sin sin sin
2 2 2 2 2

xπ π π π π
π π π π π π π−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − + = − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

= 3

4 32
π π
− . 

 

Задача 48. Вычислить ∫
6

1
3 2

ln1e

xdx
x

. 

Воспользуемся формулой интегрирования по частям. Пусть , xu ln=

23

1dv dx
x

= , тогда 
x
dxdu = , 33

2

3 2
31 xdxxdx

x
v === ∫∫

−
. 

 
Получаем 

)1(9)99(18918

131ln3ln33ln3ln1

23 62
1

32

1
3 2

63 6

1

3

1
3

1
3 2

6

6666

+=−−=−=

=−−=−= ∫∫∫

eeexe

dx
x

eedx
x
xxxxdx

x
e

eeee

 

 
3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

  Рассматриваются два типа несобственных интегралов – несобственные 
интегралы первого и второго рода.  

К несобственным интегралам первого рода относят интегралы с 
бесконечными пределами интегрирования. Поясним суть этого понятия. 

Пусть функция )(xfy =  определена и непрерывна при всех ax ≥ . 
Тогда для любого числа  существует определенный интеграл вида 

. Ранее мы  имели дело с определенными интегралами, в которых 

пределы интегрирования были конечными числами. Теперь попытаемся 
расширить наши возможности  в том плане, что пределы интегрирования 

ab ≥

∫
b

a
dxxf )(

могут быть бесконечными. Ранее, на младших курсах, изучалось такое 
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замечательное понятие как предел. Рассмотрим 
b

. Этот предел

существовать. Так вот если 
b

существует и равен конечному

будем пользоваться этим выражением во всех случаях, а уже потом будем 
выяснять,  является ли данный интеграл сходящимся или нет. 
 

∫∞→ ab
dxxf )(lim

, может вообще

равным этому 

и, то ∫
∞

a
f (

выражение вида

ся сходящимся

 

может существовать, может быть бесконечным  не 

 

числу, то называет  и пределу, а если 

существует бесконечност называется 

 быть , то имеет 

 случае,  являет  мы 

∫∞→ ab
dxxf )(lim  

ся сходящимся

 или равен 

вполне строгим

если интеграл

 ∫
∞

a
dxxf )(  

dx  не 

. Если

только в том

Задача 49.

∫∞→

b

ab
xf )(lim

расходящимся

смысл 

dxx)  

 ∫
∞

a
f

. 

dxx)(  

Однако

 

Вычис

Решение. 

лить несобственный  доказать . интеграл или  его расходимость ∫
∞

0

xe− 2

dxx

2 2 2 2

0 0 0

1 1lim lim lim
2 2

x x x

b b b
xe dx xe dx e dx e− − −

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫

2

0

x− =  
bb b∞

=
2
1

2
1

2
1lim

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− −

∞→

b

b
e . 

Задача 50.
 

  

Вычи твенный интеграл или доказать его расходимость . 

Решение. Воспользуемся формулой интегрирования по частям

 ∫
∞

0
xe

. 

−5 dxxслить несобс

5 5 5 5 51 1lim lim lim
b b b

bx x x x

0
0 0 05 5b b b

0

xxe dx xe dx xde xe e d
∞

− − − − −⎡
x
⎤

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫

=

⎣ ⎦
∫  

( )
25
11

25
1lim

5
10

5
1lim 5

0
55 =−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− −

∞→

−−

∞→

b

b

bxb

b
eebe . 

Задача 51.  
Вычи твенный интеграл или доказать его расходимостьслить несобс  

∫
∞

dxx . 
+0

21 x

Решение. 
2

2
2 2 2 0

0 0 0

1 (1 ) 1lim lim lim ln(1 )
1 1 2 1 2

b b
b

b b b

xdx xdx d x x
x x x→∞ →∞ →∞

+
= = = + =

+ + +∫ ∫ ∫  
∞
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[=
∞→

ln(
2
1lim

b
] ∞=−+ 1ln)1 2b . 

Следовательно, данный интеграл расходится. 
 При исследовании несобственных интегралов первого рода очень часто 

 интеграл или он 

ой 
 
ти. 

 Второе. Для несобственных интегралов от неотрицательных функций 
нения, к орм лируем ниже. 

основную роль играет вопрос, сходится  ли данный
расходится. В решении этого вопроса полезны следующие моменты. 
 Первое. Вопрос сходимости или расходимости несобственного 
интеграла первого рода определяется поведением подынтегральн
функции на бесконечности. Это означает, что любой конечный отрезок
влияет лишь на значение интеграла, но не влияет на вопрос его сходимос

То есть при исследовании сходимости интеграла ∫
∞

a
dxxf )(  мы можем 

исследовать сходимость интеграла ∫ dxxf )(  для л a> . 

важную роль играют признаки срав оторые мы сф у

∞

c
юбых c

 Первый признак сравнения. Пусть имеются непрерывные при ax ≥  
функции )(xfy =  и )(xgy = . При этом 0)()( ≥≥ xgxf  при ax ≥ . 

∞ ∞

Т , если ∫ dxxf )(  сходится, то и ∫ dxxg )(  тоже сходится, при этом огда

  
Второй признак сравнения. Пусть имеются непрерывные при

a

dxx)( . 

a

∫∫ ≥ gdxxf )(
∞∞

aa

 ax ≥  
функции )(xfy =  и )(xgy = . При этом 0)()( ≥≥ xgxf  при ax ≥ . 

Тогда

Третий признак сравнения. Пусть имеются непрерывные при

, если ∫
∞

dxxg )(  расходится, то и ∫
∞

dxxf )(  тоже расходится. 
a a

 ax ≥  
функции )(xfy = )( и xgy = . При этом )(;0 ≥ 0)( ≥xf xg x ≥ a при , и

сущес

 

твует конечный ненулевой предел 0,)(lim ≠= KKxf . Тогда

оба интеграла ∫ dxxf )(  и ∫ dxxg )(  сходятс я. (То есть не

расходится.) 

полезен признак абсолютной сходимости. 

)(∞→ xgx

я, либо оба расходя

 либо 

 

может быть такой ситуации, когда один интеграл сходится, а другой 

Для несобственных интегралов от знакопеременных функций часто 

∞

a

∞

a
тс
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Признак абсолютной сходимости. Если сходится интеграл от модуля 

подынтегральной функции ∫
∞

a
dxxf )( , то сходится интеграл от самой этой 

функции  ∫
∞

a
dxxf )( .

 При использовании третьего признака сравнения часто возникают 

интегралы вида ∫
∞

a
px

dx , где . 0>a

 Необходимо помнить: 

∫
∞

a
px

dx  сходится при 1>p ; 

∫
∞

a
px

dx  расходится при 1≤p .         

Задача 52. Исследовать сходимость. ( )∫
∞

++0
2 141 xx

xdx . 

Исследуем характер поведения функции на бесконечности. 

Рассмотрим функцию ( ) 1412 ++
=

xx
xy . При больших значениях x  имеем 

( ) 1412 ++
=

xx
xy =

x
x

x
x

x
1411 2

2 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

. 

Тогда порядок поведения функции на бесконечности определяется 
выражением 

( ) 1412 ++
=

xx
xy ~

2
32

11

x
xxxx

x
== . 

Напомним, что мы можем пренебречь любым конечным отрезком. 

Рассмотрим функции ( ) 141
)( 2 ++
=

xx
xxf  и 

2
3

1)(
x

xg = . 

Имеем, ∫
∞

1 2
3

x

dx  сходится, так как 1
2
3
> . 

Рассмотрим 
( )

( ) =
++

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=
∞→∞→∞→ 141

lim
1

141
lim

)(
)(lim 2

2

2
3

2

xx
xx

x

xx
x

xg
xf

xxx
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= 0
2
1

1411

1lim
1411

lim

22
2

2

≠=
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→

xxx
x

x
x

xx
xx

. 

Следовательно,  оба интеграла сходятся. 
 

Задача 53. Исследовать сходимость ∫
∞

+0
2 1

sin
xe
xdx . 

Для исследования сходимости данного интеграла используем признак 
абсолютной сходимости, то есть в начале исследуем сходимость интеграла от 

модуля подынтегральной функции dx
e

x
x∫

∞

+0
2 1
sin . Поскольку 1sin ≤x , то 

x
xx e

ee
x 2

22 1
1

1
sin −<

+
≤

+
.  

 Рассмотрим . ∫
∞

−

0

2 dxe x

2
1

2
1

2
1lim

2
1limlim 2

0

2

0

2

0

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== −

∞→

−

∞→

−

∞→

∞
− ∫∫ b

b

b
x

b

b
x

b

x eedxedxe . 

Следовательно, несобственный интеграл является сходящимся, а 

поскольку 

∫
∞

−

0

2 dxe x

x
x e

e
x 2

2 1
sin −≤

+
, то, и силу первого признака сравнения, dx

e
x

x∫
∞

+0
2 1
sin  

также сходится. Используя признак абсолютной сходимости, делаем вывод, 

что и ∫
∞

+0
2 1

sin
xe
xdx  является сходящимся. 

 В заключение сделаем еще два замечания, касающиеся несобственных 
интегралов первого рода. 

 1.Несобственный интеграл вида  определяется аналогичным 

образом, а именно . 

∫
∞−

a
dxxf )(

dxx)∫
∞−

a

dxxf )( = ∫−∞→

a

bb
f (lim

 2.Несобственный интеграл, у которого оба предела интегрирования 

бесконечны ( ),  определяется соотношением ∫
∞

∞−

dxxf )(

  где  - любое число. ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+=
c

c

dxxfdxxfdxxf )()()( , c
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При этом  несобственный интеграл  является сходящимся, если 

сходятся оба несобственных интеграла  ( ) в правой части. 

Если хотя бы один из  этих интегралов расходится, то  считается 

расходящимся. 

∫
∞

∞−

dxxf )(

∫
∞−

c
f ∫

∞

c
dxxfdxx )(;)(

∫
∞

∞−

xf )( dx

 
 Задача 54.  

Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость ∫
∞

∞− + 21 x
dx . 

Решение. ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞− +
+

+
=

+ 1
2

1

22 111 x
dx

x
dx

x
dx . 

(Мы выбрали 1=c , но могли взять и любое другое число, например ноль.) 
Исследуем отдельно каждый  из интегралов в правой части. 

4
3

24
)1(limlim

1
lim

1
1

1

2

1

2
πππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=−==

+
=

+ −∞→−∞→−∞→∞−
∫∫ arctgbarctgxarctg

x
dx

x
dx

bbbbb
. 

 

2 2 1
1 1

lim lim lim ( 1)
1 1 2 4 4

b
b

b b b

dx dx arctg x arctgb arctg
x x

π π π∞

→+∞ →+∞ →+∞
= = = − = − =

+ +∫ ∫ . 

Следовательно ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞− +
+

+
=

+ 1
2

1

22 111 x
dx

x
dx

x
dx = πππ

=+
44

3 . 

  
Задача 55. 

Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость . ∫
∞

∞−

− dxe x

Решение. . 
0

0

x xe dx e dx e dx
∞ ∞

− − −

−∞ −∞

= +∫ ∫ ∫ x

∞=+−=−== −

−∞→

−

−∞→

−

−∞→∞−

− ∫∫ )1(lim)(limlim
000

b

bb
x

bb

x

b

x eedxedxe  

Этот интеграл является расходящимся, и нет никакой необходимости 

исследовать второй интеграл. Можно сразу сделать вывод, что   

является расходящимся. 

∫
∞

∞−

− dxe x
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 Несобственные интегралы второго рода. 
  
 До настоящего момента, при вычислении определенного интеграла, мы 
считали, что подынтегральная функция является непрерывной на всем 
отрезке, и как следствие этого, ограниченной. Несобственные интегралы 
второго рода возникают в тех случаях, когда функция не является 
непрерывной на отрезке интегрирования. 
 Пусть функция )(xfy =  непрерывна на полуинтервале ] , а в точке ;( ba

ax =  имеет особенность. (Например,  ax =  является точкой разрыва, или 
.) ∞=)(xf

+→
lim

0ax

 В этом случае для любого  существует определенный интеграл 

  

c

∫
b

c
dxxf )( .

Несобственный интеграл  определим следующим образом: ∫
b

a
dxxf )(

∫
b

a
dxxf )( = ∫→

b

cac
dxxf )(lim . 

При этом, если указанный предел существует, то несобственный интеграл 

 называется сходящимся, а его значение принимается равным 

значению предела.  

∫
b

a
dxxf )(

  Если  не существует, или равен бесконечности, то ∫
называется расходящимся. 

∫→

b

cac
dxxf )(lim

b

a
dxxf )(  

Если функция )(xfy =  непрерывна на полуинтервале ) , а в точке ;[ ba

bx =  имеет особенность, то  несобственный интеграл  определяется 

следующим соотношением: 

∫
b

a
xf dx)(

∫
b

a
dxxf )( = ∫→

c

abc
dxxf )(lim . 

 
Если функция )(xfy =  непрерывна на интервале ) , а в точках ;( ba

bxax == ;  имеет особенности, то несобственный интеграл 

определяется следующим соотношением: 

∫
b

a
dxxf )(  

∫
b

a
dxxf )( = , где  -  любое число из интервала . ∫∫ +

b

c

c

a
dxxfdxxf )()( c );( ba
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При этом исходный интеграл называется сходящимся, если сходится каждый 
из интегралов в правой части соотношения. Если хотя бы один из них 
расходится, то и исходный интеграл называется расходящимся. 
 Наконец, если функция )(xfy =  на отрезке ]  имеет особенности в 

точках , где  

;[ ba

nccc ,...,, 21 nccc <<< 21 ... , то несобственный интеграл  

определяется следующим соотношением: 

∫
b

a
dxxf )(

∫∫∫∫ +++=
b

c

c

c

c

a

b

a n

dxxfdxxfdxxfxf )(....)()()(
2

1

1

. 

При этом, если хотя бы один из интегралов в правой части является 
расходящимся, то и весь интеграл считается расходящимся. 
 Ниже будут сформулированы свойства и признаки сходимости 
несобственного интеграла второго рода. При их формулировке мы будем 
предполагать, что функция )(xfy =  непрерывна на полуинтервале  и  
имеет особенность в точке 

];( ba
ax = . Отметим, что эти свойства во многом 

похожи на аналогичные для несобственных интегралов первого рода. 
 Первое. Вопрос сходимости или расходимости несобственного 
интеграла первого рода определяется поведением подынтегральной 
функции в окрестности точки ax = . Это означает, что  при исследовании 

сходимости интеграла  мы можем исследовать сходимость интеграла 

 для любых a . 

∫
b

a
dxxf )(

bc <<∫
c

a
dxxf )(

 Второе. Для несобственных интегралов от неотрицательных функций 
важную роль играют признаки сравнения, которые мы сформулируем ниже. 
 Первый признак сравнения. Пусть имеются непрерывные при 

bxa ≤<  функции )(xfy =  и )(xgy = . При этом 0)()( ≥≥ xgxf  при 
bxa ≤< . 

Тогда, если  сходится, то и  тоже сходится, при этом 

 

∫
b

a
dxxf )(

dxxg )(( .

∫
b

a
dxxg )(

∫∫ ≥
b

a

b

a
dxxf )

  
Второй признак сравнения. Пусть имеются непрерывные при 
bxa ≤<  функции )(xfy =  и )(xgy = . При этом 0)()( ≥≥ xgxf  при 

bxa ≤< . Тогда, если  расходится, то и  тоже расходится. ∫
b

a
xg )( dx ∫

b

a
dxxf )(

Третий признак сравнения. Пусть имеются непрерывные при 
bxa ≤<  функции )(xfy =  и )(xgy = . При этом 0)(;0)( ≥≥ xgxf  при 
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bxa ≤< , и существует конечный ненулевой предел 0,
)(
)(lim ≠=

→
KK

xg
xf

ax
. 

Тогда либо оба интеграла  и  сходятся, либо оба расходятся. 

(То есть не может быть такой ситуации, когда один интеграл сходится, а 
другой расходится.) 

∫
b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxg )(

Для несобственных интегралов от знакопеременных функций часто 
полезен признак абсолютной сходимости. 

Признак абсолютной сходимости. Если сходится интеграл от модуля 

подынтегральной функции ∫
b

a
dxxf )( , то сходится интеграл от самой этой 

функции  ∫
b

a
dxxf )( .

При использовании третьего признака сравнения часто возникают интегралы 

вида ∫
b

a x( − a
dx

β)
0, где . >a

  
Необходимо помнить: 

∫ −

b

a ax
dx

β)(
 сходится при 1<β ; 

∫ −

b

a ax
dx

β)(
 расходится при 1≥β .         

 
 Задача 57.. Вычислить несобственный интеграл или доказать его 

расходимость ∫
− +

0

1
3 1x

dx . 

Данная подынтегральная функция имеет особенность в точке 1−=x . 
Следовательно,  
 

[ ]
2
3)1(1)1(

2
3lim

1
lim

1
3 2

1
3

1

0

31

0

1
3

=+−+=
+

=
+ −−→−→−

∫∫ cx
x
dx

x
dx

ccc
lim

2
30

2 =
→cc

. 

 
Задача 58. Вычислить несобственный интеграл или доказать его 

расходимость ∫ −

4

0 4 x
dx

4

. 

Данная подынтегральная функция имеет особенность в точке =x . 
Следовательно, 

[ ] 44242lim)42(lim
4

lim
4 404

4

04

4

0
=+−−=−−=

−
=

− →→→ ∫∫ cx
x

dx
x

dx
c

c

cc
. 
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Задача 59. Вычислить несобственный интеграл или доказать его 

расходимость ∫
− −

3

3
29 x

dx . 

Подынтегральная функция имеет особенности на обоих концах отрезка 
3−=x  и 3=x . 

 Следовательно ∫∫∫
−

+
−

=
− −−

3

0
2

0

3
2

3

3
2 999 x

dx
x

dx
x

dx . 

Исследуем каждый из интегралов в правой части. 
 

2
1arcsin

3
arcsin0arcsinlim

3
arcsinlim

9
lim

9 3

0

3

0

23

0

3
2

π
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

−
=

− −→−→−→
−

∫∫
cx

x
dx

x
dx

ccccc
 

 
3

2 23 3 3
00 0

lim limarcsin lim arcsin arcsin 0 arcsin1
3 39 9

cc

c c c

dx dx x c
x x 2

π
→ → →

⎛ ⎞= = = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠− −∫ ∫ =  

 

Тогда πππ
=+=

−
+

−
=

−
∫∫∫

−− 22999

3

0
2

0

3
2

3

3
2 x

dx
x

dx
x

dx . 

 
Задача 60. Вычислить несобственный интеграл или доказать его 

расходимость ∫
−

4

1
3 2x
dx . 

 
Подынтегральная функция имеет особенность в точке  0=x , лежащей 
внутри отрезка интегрирования.   
 

Следовательно, ∫∫∫ +=
−−

4

0
3 2

0

1
3 2

4

1
3 2 x

dx
x

dx
x

dx . 

Исследуем каждый из интегралов в правой части. 

( ) 3133lim3limlim 33
01

3
01

3 20

0

1
3 2

=−−===
→−→−→−

∫∫ cx
x

dx
x

dx
c

c

c

c

c
 

 

( ) 333
0

43
0

4

3 20

4

0
3 2

43343lim3limlim =−===
→→→ ∫∫ cx

x
dx

x
dx

ccccc
. 

Таким образом 3
4

0
3 2

0

1
3 2

4

1
3 2

433 +=+= ∫∫∫
−− x

dx
x

dx
x

dx . 
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Задача 61. Вычислить несобственный интеграл или доказать его 

расходимость ∫
−

2

1
2x

dx . 

Подынтегральная функция имеет особенность в точке  0=x , лежащей 
внутри отрезка интегрирования.  
 Имеем 
 

∫∫∫ +=
−−

2

0
2

0

1
2

2

1
2 x

dx
x
dx

x
dx . 

 
Исследуем каждый из интегралов в правой части. 
 

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==

→
−

→−→−
∫∫ 11lim1limlim

0
1

01
20

0

1
2 cxx

dx
x
dx

c

c

c

c

c
 

 
Значит, данный интеграл расходится, и нет необходимости исследовать 
второе слагаемое.  

Следовательно, несобственный  интеграл ∫
−

2

1
2x

dx  является расходящимся. 

 Задача 62. Исследовать сходимость dx
x

x
∫
π

0
2

sin . 

Подынтегральная функция имеет особенность в точке 0=x . Воспользуемся 
третьим признаком сравнения. Из свойств эквивалентных бесконечно малых 
функций известно, что синус бесконечно малой функции эквивалентен этой 

функции, то есть xsin ~ x  при 0→x . Тогда 2
sin
x

x ~ 2x
x ~

x
1 . 

Несобственный интеграл ∫
π

0 x
dx является расходящимся, как интеграл вида 

∫
π

β
0 x

dx  при 1=β . 

 Рассмотрим  

01sinlim
1

sin

lim
0

2

0
≠==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→→ x
x

x

x
x

xx
. 

Следовательно, и  несобственный интеграл dx
x

x
∫
π

0
2

sin является расходящимся. 

 



 56

 
4. Геометрические и механические приложения определенного 

интеграла 
 
 Цель данного раздела состоит не в том, чтобы привести несколько 
формул для решения конкретных задач, а в том, что бы научить студента 
использовать данный математический аппарат в решении конкретных задач. 
Поэтому мы будем иногда пренебрегать абсолютной строгостью 
математического изложения, обращая больше  внимания на то, каким 
образом в решении конкретных задач возникает определенный интеграл. 
 Площадь криволинейной трапеции.   

 
    Фиг 2.  
 Криволинейной трапецией назовем область, ограниченную линиями 
(Фиг. 2): bxax == , ,  - кривая АВ,  )(1 xfy = )(2 xfy =   - кривая CD. При этом 
предполагаем, что   при )x()( 21 fxf ≤ bxa ≤≤ . 
 Разобьем отрезок [  на n  частей (фиг.2)  точками  
( ).  Обозначим  

]ba; nii xxxxx ,...,,...,, 110 +

bxax n == ,0 ii xx ix −=Δ +1 , где ixΔ  - длина отрезка .   [ ]1; +ii xx
  Площадь части криволинейной трапеции, ограниченной линиями 

)(),(,, 211 xfyxfyxxxx ii ==== +  обозначим iSΔ . Тогда полная площадь всей 

криволинейной трапеции S равна .    ∑
−

=
Δ=

1

0

n

i
iSS

Оценим значение  величины iSΔ .  Для этого на отрезке [  выберем 
произвольную точку .  Вычислим  значения функций  и 

]
)

1; +ii xx
(1 xfy =ic ) (2 xfy =  

в этой точке  - . Обозначим )),(1 ii ccf (2f )ic()( 12 ii fcfh −= .  Интуитивно 
понятно, что величина  при малом значении ii xh Δ ixΔ  будет не очень сильно 
отличаться от площади криволинейной трапеции, ограниченной линиями 

)(2 x),x(, 1 yfy =, 1xxxx ii f=== + , то есть [ ] ii xcicfiii xhS f Δ−≈Δ≈Δ )()(2 1 . 
Тогда сумма таких площадей по всем отрезкам разбиения  

[ ]∑
−

=
Δ−

1

0
12 )()(

n

i
iii xcfcf  
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 будет близка к площади S криволинейной трапеции, ограниченной линиями:  

)(),(,, 211 xfyxfyxxxx ii ==== + , то есть . [ ]∑
−

=
Δ−≈

1

0
12 )()(

n

i
iii xcfcfS

 Понятно, что чем мельче будут отрезки разбиения, тем меньше будет 
погрешность. Теперь попытаемся перейти немного к более строгим 

рассуждениям. Полученная сумма является 

интегральной суммой для функции 

[ ]∑
−

=
Δ−

1

0
12 )()(

n

i
iii xcfcf

()( 12 xfxfy )−=  на отрезке . 
Следовательно, предел этой суммы при неограниченном  уменьшении длин 
отрезков разбиения равен определенному интегралу от данной функции по 

отрезку . Таким образом . 

];[ ba

];[ ba [ ]dxxfxf
b

a
∫ − )()( 12S =

 Замечание. Если добиваться полной строгости, то мы сначала 
должны решить вопрос, а что мы будем называть площадью 
криволинейной трапеции. Что такое площадь прямоугольника – это 
понятно, а вот что такое площадь произвольной фигуры, мы еще 
должны определить. При этом наше определение должно быть таким, 
что бы оно совпадало, по возможности, с нашим интуитивным понятием 
о площади. В некотором смысле площадью криволинейной трапеции мы 

и называем предел суммы , и уже потом показываем, 

что этот предел равен определенному интегралу.  

[∑
−

=
Δ−

1

0
12 )()(

n

i
iii xcfcf ]

 Задача 63. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 2,0 == xx , 
xy −−= 1 , . 2xy =

 Очевидно, что при 20 ≤≤ x  имеем 21 xx ≤−− . В этом случае нет 
необходимости изображать область. Тогда 

[ ]
3
2022

3
8()1(

2

0

2

0

232

0

2 =++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++==−−−= ∫∫ xxxdxdxxxS

23
)12 ++ xx . 

 Задача 64.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
                                 ,862 +−= xxy .83 += xy  

              
                                               Фиг. 3. 
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В этом примере значения bxax == ,  не указаны. Попробуем нарисовать 
кривые. Сначала сделаем грубый рисунок  (Фиг. 3). Первая кривая – это 
парабола, ветви которой направлены вверх, а вторая – это прямая с 
положительным угловым коэффициентом. Для того чтобы найти значения 

bxax == , , мы должны определить точки пересечения кривых. Для этого 
решаем систему уравнений  
 

  
⎩
⎨
⎧

+=
+−=

83
,862

xy
xxy

Получаем . 9,0;0)9(;09;8386 21
22 ===−=−+=+− xxxxxxxxx

То есть 9,0 == ba . 
 Теперь более точно нарисуем графики функций (Фиг. 4), хотя для 
решения задачи вычисления площади в этом уже необходимости нет. 

 
  
                                          Фиг. 4 
Следовательно 

[ ] [ ]
2

243
32

99)86(83
9

0

329

0

2
9

0

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=+−−+= ∫∫

xxdxxxdxxxxS  

Задача 65.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
                ,7=xy                  .8=+ yx  
 Решение. Найдем точки пересечения кривых. Для этого решаем 
систему уравнений. 

07887

.8

,7

.8
,7 2 =+−⇒=+⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
⇒

⎩
⎨
⎧

=+
=

xx
x

x
yx
x

y
yx

xy
2

28648 −±
=⇒ x . 

Получаем: 1,7;7,1 2211 ==== yxyx . 
 Схематично фигура изображена на рисунке (Фиг. 5). 
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    Фиг. 5. 
 

 Следовательно  =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= ∫

7

1

27

1
ln7

2
878 xxxdx

x
xS  

= 49 156 7ln 7 8 7ln1 24 7ln 7
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 Задача 66.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

                   ,
)2(

1
2+

=
x

y         .0,0;0 ==≥ xyx  

 В данном примере второй границей фигуры является бесконечность и 
ее площадь выражается несобственным интегралом первого рода 
 

 
2
1

2
10

2
1

)2( 00
2 =+=

+
−=

+
=

∞∞

∫ xx
dxS  . 

При решении этого примера мы исходили из того предположения, что к 
этому моменту Вы уже успели немного познакомиться с техникой 
вычисления несобственного интеграла, и поэтому не стали подробно 
расписывать переход к пределу, а проделали это «в уме». 
 
 Теперь рассмотрим пример вычисления площади криволинейной 
трапеции, ограниченной линиями  bxax == , , )(,0 xfyy == в случае,  когда 

кривая )(xfy =  задана не в явном виде, а параметрически 
⎩
⎨
⎧

y
x
=
=

)(
)(
t
t

ψ
ϕ

, где 

a=)(αϕ , b=)(βϕ . При этом предполагаем, что функции 
)(),( tt ψϕ непрерывны на отрезке ][ ;βα , а функция )(tϕ  монотонна и имеет 

непрерывную производную на этом отрезке. 
 Тогда для вычисления площади имеем соотношение 
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  ∫=
b

a
dxxfS )( .

 В полученном определенном интеграле сделаем замену переменных 
)(tx ϕ= . Тогда dttdx )(ϕ′= , [ ] )()()( ttfxf ψϕ == . Пределы интегрирования 

заменяются соответственно: ax = на α=t ; bx =  на β=t . 

 Получаем ∫∫ ′==
β

α
ϕψ dtttdxxfS

b

a
)()()( . 

 Задача 67.  Найти площадь фигуры, ограниченной 

линиями   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>>=

===

.0,0,sin3

,0;0,cos2
3

3

yxty

yxtx

Поскольку x и y неотрицательны, то параметр t изменяется на отрезке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
;0 π . 

Схематично фигура изображена на рисунке (Фиг. 6). 

 
                            Фиг. 6. 
Выражение для площади имеет вид 

∫=
2

0
ydxS . 

Делая замену переменных tx 3cos2= , получаем tdttdx sincos6 2−= , 

. Из условия : 0ty 3sin3= =x  получаем 
2

,0cos2 3 π
== tt ; при 2x = получаем 

. 0=t,2cos2 3 =t

Тогда ∫∫∫ =−==
2

0

42
0

2

42
2

0
sincos18sincos18

π

π
tdtttdttydxS  

Воспользуемся формулами косинуса двойного угла 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

== ∫∫
2

0

22

0

42

2
2cos1

2
2cos118sincos18

ππ

dttttdttS  
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= ( )∫ +−−=
2

0

32 2cos2cos2cos1
4
9
π

dtttt = ∫ ++−−
2

0

2

0

2

0
)4cos1(

8
92sin

8
9

4
9

πππ

ttt  

+ ∫ −
2

0

2 2cos)2sin1(
4
9
π

tdtt = )2(sin)2sin1(
8
94sin

32
9

8
9

8
9 2

0

22

0

2

0
∫ −+−−

πππ
π tdttt = 

=
16
9

3
2sin2sin

8
9

16
9

8
9 2

0

3 πππ
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−

tt . 

 Задача 68.  Найти площадь эллипса 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

Эллипс с полуосями  (Фиг. 7)  - фигура, симметричная относительно 
всех координатных осей, поэтому достаточно найти площадь в первой 
координатной четверти. 

ba,

 
 
    Фиг. 7 

 В первой четверти зададим эллипс параметрически  
⎩
⎨
⎧

=
=

tby
tax

sin
cos

Тогда  значению 0=x соответствует 
2
π

=t , значению ax = соответствует 

0=t .  

Следовательно ∫∫∫ =−=⋅−==
2

0

0

2
0

)2cos1(2sinsin44

π

π
dttabtdtatbydxS

a
 

= abttab π

π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2

02
2sin2 . 
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 Рассмотрим задачу о вычислении площади криволинейного 
сектора. 
 

 
    Фиг. 8 
Криволинейным сектором (фиг. 8) называется область, ограниченная 
линиями, уравнения которых в полярной системе координат ( ϕ,r ) имеют 
вид: 
1)два луча )(, βαβϕαϕ <== ; 
2)линия )(ϕfr = . 
 На фигуре 8 (предполагается, что ось X совпадает с полярной осью) 
лучу αϕ =  соответствует ОА (угол AOX равен α), лучу βϕ =  соответствует 
ОВ (угол ВOX равен β), линии )(ϕfr =  соответствует кривая АВ. 
 Разделим область на части лучами )( 00 αϕϕ = , 1ϕ ,…, iϕ  (луч ), iOC

1+iϕ  (луч ),…, 1+iOC )( βϕϕ =nn . Обозначим iii ϕϕϕ −=Δ +

iS
1 . Площадь 

криволинейного сектора  обозначим ii OCC 1+ Δ . 
 Тогда полная площадь  S криволинейного сектора ВОА может быть 

представлена в виде . ∑
−

=
Δ=

1

0

n

i
iSS

 Оценим значение , предполагая, что iSΔ iii ϕϕϕ −=Δ +1

i

 - достаточно 
малая величина. Выберем значение угла γϕ = , где 1+≤≤ iii ϕγϕ  (луч ). 
Заменим криволинейный сектор  круговым сектором радиуса , 
где )

iOD
iODii OCC 1+

( ii fOD γ= . При малом значении iii ϕϕϕ −=Δ +1  есть все основания 
полагать, что их площади отличаются незначительно. Соответствующая 

площадь кругового сектора  радиуса OD  равна i iif ϕγ Δ)(
2
1 2 . Тогда имеем 

∑∑
−

=

−

=
≈Δ

1

0

1

0 2
1n

i

n

i
iS Δ= 2 )( ifS γ iϕ . 
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 Полученная сумма является интегральной суммой для функции 

)(
2
1 2 ϕfy =  на отрезке βϕα ≤≤

i

. Переходя к пределу, при стремлении 

максимального значения ϕΔ к нулю, получаем 

   ϕϕ
β

α
dfS )(

2
1 2∫= . 

 Замечание.  
Пусть область ограничена линиями, уравнения которых в полярной системе 
координат ( ϕ,r ) имеют вид: 
1)два луча )(, βαβϕαϕ <== ; 
2)линии )(),( 12 ϕϕ frfr == , где  )()( 21 ϕϕ ff ≤  при  βϕα ≤≤ . 

Тогда ее площадь вычисляется по формуле [ ] ϕϕϕ
β

α
dffS )()(

2
1 2

1
2

2 −= ∫  

 Задача 69.  Найти площадь фигуры, ограниченной линией: 
                .4sin ϕ=r  
 Данная фигура схематично изображена на рисунке (Фиг. 9). 
 
 

 
                                         Фиг. 9. 
 Данный «цветок» состоит из четырех совершенно одинаковых 
«лепестков». (Напомним, что по смыслу полярной системы координат 
значение 0 ,  поэтому для тех значений угла r ≥ ϕ , при которых 04sin <ϕ , 
точек на линии не существует). Поэтому достаточно найти площадь одного 
лепестка и умножить ее на четыре. «Первый лепесток» ограничен лучами 

0 ,
4
πϕ ϕ= =  и кривой .4sin ϕ=r . Следовательно  

48
8sin)8cos1(4sin

2
14

4

0

4

0

2
4

0

πϕϕϕϕϕϕ

πππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−== ∫∫ ddS . 
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Задача 70.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
                ).1(1,sin2 ≥== rr rϕ  
 
Данная фигура схематично изображена на рисунке (Фиг. 10). 

 
   Фиг. 10. 
Она ограничена кривыми BNA и BMA . Найдем точки пересечения кривых 

1,sin2 == rr ϕ . Получаем 1sin2 =ϕ . На отрезке ]2;0[ π  уравнение имеет два 

корня 
61
πϕ = , 

6
5

2
πϕ = . Следовательно, в полярной системе координат луч 

ОА имеет уравнение 
6
πϕ = , луч ОВ  -  

6
5πϕ = , кривая BNA - ϕsin2=r ,  

кривая BMA - 1=r . 

 Тогда [ ] [ ] [ ] 6
5

6

6
5

6

6
5

6

2 2sin
2
12cos21

2
11sin4

2
1

π

π

π

π

π

π
ϕϕϕϕϕϕ −=−=−= ∫∫ ddS = 

=
2
3

33
sin

62
1

3
5sin

6
5

2
1

+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

πππππ . 

 
  
 
 
Вычисление объема тела по известным площадям параллельных 
сечений.    
 
 Пусть имеется некоторое тело в пространстве. Обозначим ( )Q z   - 
площади его сечений плоскостями, перпендикулярными оси Z. Требуется 
определить объем тела. 
 Будем предполагать, что плоскости пересекают данное тело при 
значениях z, лежащих на отрезке [a;b]. Разобьем отрезок [a;b]  на n  частей 
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точками  ( =a), , …, , ,…,  ( =b). Обозначим: 0z 0z 1z iz 1+iz nz nz iii zzz −=Δ +1 , 
 - объем слоя толщины iVΔ izΔ , заключенного между сечениями z=  и 

z= . Если  достаточно мало, то приближенно этот объем можно 
оценить как объем цилиндра высоты 

iz
1+iz izΔ

izΔ  и площади основания ) , где 
, то есть 

( icQ
1+iz≤≤iz ic iiV i zcQ Δ≈Δ )( . 

 Тогда полный объем V приближенно равен 

∑∑
−

=

−

=
Δ=Δ≈

1

0

1

0
)(

n

i
ii

n

i
i zcQVV . 

 Полученная сумма является интегральной суммой для функции Q(z) на 
отрезке [a;b].   Окончательная формула для объема имеет вид 
  

   ∫=
b

a
dzzQV )(  

 Замечание. В частности, если тело получено вращением относительно 
оси X криволинейной трапеции, ограниченной линиями: bxax == , , 

,  , где )(1 xfy = )(2 xfy = )()(0 21 xfxf ≤≤  при bxa ≤≤ , то площадь сечения 
равна Q(x)= [ ])(2 x)(2

2 xfπ

− xfx ()( 2
1

1f−

[ ])
  и объем соответственно равен  

. ∫=
b

a
fV 2π 2

. 

 Задача 71.  Найти объем эллипсоида 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x . 

 Рассмотрим сечения данного эллипсоида плоскостями, 
перпендикулярными оси Z. Преобразуем уравнение эллипсоида 

1

11

11 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⇒−=+⇒=++

c
zb

y

c
za

x
c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
x . 

Следовательно, сечением эллипсоида является эллипс с полуосями 2

2

1
c
za − , 

2

2

1
c
zb − . Как было показано ранее, площадь эллипса с полуосями  равна ba,

abπ . Следовательно площадь сечения эллипсоида Q(z) выражается формулой 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

1)(zQ
c
zabπ , где czc ≤≤− . 

 Тогда abc
c
zzabdz

c
zabV

c

c

c

c
πππ

3
4

3
1 2

3

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−−
∫ . 
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 Задача 72.  Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси ОХ 
криволинейной трапеции, ограниченной линиями. 

                 .
4

;0;0;
cos

1 π
==== xxy

x
y  

Решение. 
4

4
2 0

0

1
cos

V dx tgx
x

π
π

π π π= =∫ = . 

 
Вычисление длин кривых. 
 
 Предположим, что в пространстве (X,Y,Z) параметрически задана 

кривая 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tz
ty
tx

χ
ψ
ϕ

. Требуется определить длину дуги данной кривой,  если 

значения параметра t при этом изменяются на отрезке [a;b]  
(дуга АВ на фиг. 11).    

 
                           Фиг. 11. 
Относительно функций )(),(),( ttt χψϕ будем предполагать, что они являются 
непрерывными и имеют непрерывные производные на отрезке [a;b].   
Разобьем отрезок [a;b]  на n  частей точками  ( =a), , …, , ,…,  
( =b). Обозначим: 

0t 0t 1t it 1+it nt
nt iii ttt −=Δ +1 , isΔ  - длина дуги , где координаты 

точек соответственно равны 
1+iiMM

( ))( it);(); it( itiM χψϕ , 
( );();( 111 +++ ii tt ))( 1+itiM χψϕ . Если itΔ  достаточно мало, то приближенно isΔ  - 

длину дуги  можно заменить величиной 1+iiMM ilΔ  - длиной секущей 
. 1+iMiM

Рассмотрим вектор  =
→

+1iiMM { }iii zyx ΔΔΔ ;; , где  
)()( 1 iii ttx ϕϕ −=Δ + , )()( 1 iii tty ψψ −=Δ + , )()( 1 iii ttz χχ −=Δ + . 

Значение  равно модулю вектора , то есть ilΔ
→

+1iiMM
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222
iiii zyxl Δ+Δ+Δ=Δ . 

 Согласно теореме Лагранжа  
iiiii tttx Δ′=−=Δ + )()()( 11 τϕϕϕ , iiiii ttty Δ′=−=Δ + )()()( 21 τψψψ , 
iiiii tttz Δ′=−=Δ + )()()( 31 τχχχ , где точки iii 321 ,, τττ  лежат на отрезке [ ]1, +ii tt . 

 Тогда  L - длина дуги АВ приближенно равна  

[ ] [ ] [ ]
1

2 2
1 2 3

0

( ) ( ) ( )
n

i i i i
i

2
iL l tϕ τ ψ τ χ τ

−

=

′ ′ ′≈ Δ ≈ + + Δ∑ . 

Полученная сумма не является интегральной суммой, поскольку точки 
iii 321 ,, τττ  не обязаны совпадать. Однако, поскольку iii 321 ,, τττ  лежат на 

отрезке длиной  , то можно показать, что ее предел при стремлении к 
нулю максимального значения 

itΔ
itΔ  равен пределу интегральной суммы для 

функции [ ] [ ] [ ]2)t2 ()()( tt χψϕ ′′′ 2 +  на отрезке [a;b] . 

 Следовательно  [ ] [ ] [ ] dttttL
b

a
∫ ′+′+′= 222 )()()( χψϕ .  

 С точки зрения математики вопрос о длине кривой, это не совсем 
простой вопрос. Фактически мы определяем длину кривой, как предел длин 
секущих и показываем, что этот предел равен полученному определенному 
интегралу. 
 Замечание 1. Если кривая задана параметрически на плоскости 

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
ty
tx

ψ
ϕ

, где bta ≤≤ , то ее длина вычисляется по аналогичной формуле 

[ ] [ ] dtttL
b

a
∫ ′+′= 22 )()( ψϕ . 

 Замечание 2. Если кривая на плоскости задана уравнением )(xfy = , 
где bxa ≤≤ , то можно считать, что роль параметра t  играет независимая 
переменная x . Тогда длина кривой вычисляется по формуле 

[ ] dxx′(fL
b

a
∫ += 2)1 . 

 Задача 73.  Найти длину кривой, заданной уравнением: 

(                 ) .10,
2
1

≤≤+= − xeey xx  

Решение. [ ] dxeedxeedxxfL
xxxx

∫∫∫
−− ++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+=′+=

1

0

221

0

21

0

2

4
2

2
1)(1 = 

=
e

eeeeedxeedxee xxxxxx

2
1

2222

211

0

1

0

1

0

2
−

=
−

=
−

=
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ + −−−−

∫∫ . 

  
Задача 74.  Найти длину кривой, заданной уравнениями: 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,cos2

,sin2
3

3

ty

tx
.

2
0 π

≤≤ t  

Решение. [ ] [ ] dtttttdt
dt
dy

dt
dxL ∫∫ −+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

2

0

2222
2

0

22

sincos6cossin6

ππ

= 

=
2 2 2

00 0

3 3 36sin cos 3 sin 2 cos2 cos cos0 3
2 2 2

t tdt tdt t

π π π

π= = − = − +∫ ∫ = . 

 
Задача 75.  Найти длину кривой, заданной уравнениями: 

                      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tz
ty
tx

3
sin2
cos2

.20 π≤≤ t  

Решение. [ ] [ ] [ ]∫∫ ++−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
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ππ 2
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222

3cos2sin2 dtttdt
dt
dz

dt
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dxL = 

= 1321313
2

0

2

0
π

ππ

==∫ tdt . 

 Замечание. Если кривая задана уравнением в полярной системе 
координат )(ϕfr = , где βϕα ≤≤ , то, поскольку ϕϕ sin,cos ryrx == , ее 

можно рассматривать как заданную параметрически 
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕϕ
ϕϕ

sin)(
cos)(

fy
fx

,  

где роль параметра играет угол φ  ( βϕα ≤≤ ).  Тогда длина кривой 
вычисляется по формуле  

[ ] [ ] ϕϕϕϕ
ϕϕ

β

α

β

α
dffd

d
dy

d
dxL ∫∫ ′+=⎥

⎦
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⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 22

22

)()( . 

 Задача 76.  Найти длину кривой, заданной уравнением ϕsin4=r , где 
ϕ π≤≤0 .  

 Решение. 
 
 

 [ ] [ ] πϕϕϕϕϕ
ϕϕ

πππ

44cos4sin4
00
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==+=⎥
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⎤
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⎡
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⎢
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dy
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5. Механические приложения определенного интеграла  
 
Вычисление силы давления жидкости на вертикально погруженную в 

нее пластину 
 Пусть имеется пластина, вертикально погруженная в жидкость 
 (Фиг. 12). Будем предполагать, что ось Z  перпендикулярна свободной 
поверхности жидкости, а ее начало совпадает со свободной поверхностью. 
Верхний край пластины находится на глубине az = , нижний на глубине 

. Пусть ширина пластины l  в направлении, перпендикулярном оси Z, -  
переменная, являющаяся известной функцией l =
bz =

)(zl . Плотность жидкости 
обозначим  ρ . Требуется определить силу давления жидкости на пластину. 
(Напомним из курса физики, что давление   p на глубине z равно zgp ρ= , 
где 81,9=g 2/секм  - ускорение свободного падения.)  

 
                                          Фиг. 12 
 Разделим пластину на n частей прямыми, параллельными свободной 
поверхности: )( 00 azzz == , 1zz = , …, izz = , 1+= izz ,…., )( bzzz nn == . 
Обозначим iii zzz −=Δ +1 . 

 Оценим iFΔ - значение силы, действующей на часть пластины,  
лежащую между прямыми izz =  и 1+= izz . 

  Если   достаточно мало, то давление  на таком узком 
слое можно приближенно считать постоянным и принять равным 

iii zzz −=Δ +1 ip
ii gzp ρ≈ . 

Сам слой можно приближенно считать прямоугольным,  а его площадь iSΔ  
принять равной izΔii zlS ≈Δ )( . Тогда значение силы iFΔ  можно выразить 
соотношением iii zzlgziii SpF Δ≈Δ≈Δ )(ρ . 

Следовательно, суммарная сила F, действующая на пластину 

приближенно равна . Полученная сумма является 

интегральной суммой для функции )

∑
−

=
Δ≈

1

0
)(

n

i
iii zzlgzF ρ

(zlzgρ на отрезке . bza ≤≤
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Окончательно получаем  . dzzlzgF
b

a
∫= )(ρ

 Задача 78.  Найти силу давления жидкости плотности ρ  на 
вертикально погруженную в нее пластину, имеющую форму трапеции с 
верхним  основанием а, нижним основанием b, высотой  h, если верхнее 
основание находится на поверхности воды. 
 Поскольку пластина имеет форму трапеции, то ее ширина )(zl  является 
линейной функцией z вида ckzzl +=)( . Так как  al =)0( , bhl =)( , то 

az
h
abzl +

−
=)( .  

Следовательно  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

−
= ∫

hh zaz
h
abgdzaz

h
abgzF

0

2
3

0 23
ρρ ( )

6
2 2habg +ρ . 

 
 Вычисление работы переменной силы 
 
 Пусть переменная сила F(x) перемещает точку по прямой из положения 
x=a в положение x=b. Требуется определить работу, совершенную данной 
силой. Разобьем весь путь из положения x=a в положение x=b на n частей 
точками , , …, , ,…., )( 00 axx = 1x ix 1+ix )( bzx nn = . Обозначим 

.  ix−1ii xx =Δ +

Работу по перемещению из положения  в обозначим . Если 
 достаточно малая величина, то силу при перемещении из 

положения  в  можно приближенно считать  постоянной и равной 
. Тогда значение 

ix 1+ix iAΔ
iii xxx −=Δ +1

ix
)( ixF

1+ix
iii xxFA Δ≈Δ )( . Тогда полная работа A  приближенно 

равна  -  .  ∑
−

=
≈
n

i
A Δ

1

0
)( ixF ix

Полученная сумма является интегральной суммой для функции F(x) на 
отрезке [ . Следовательно, выражение для работы может быть записано в 

виде . 

]ba;

∫=
b

a
F ( dxxA )

 
Задача 79. Найти работу, которую нужно затратить, чтобы вытащить 

из жидкости плотности ρ  конус радиуса R, высоты H, плотности 1ρ , если в 
начальный момент вершина конуса находится на поверхности, а плоскость 
основания параллельна поверхности жидкости. 

 
Решение. Ось Z направим перпендикулярно поверхности жидкости, а 

ее начало поместим на ее поверхности (Фиг. 13). 
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                                  Фиг. 13 

 
 
 При вытаскивании конуса, вершиной будет пройден путь от z=0 до 
z=H. 

Найдем зависимость силы F(z). Пусть конус поднят над поверхностью 
жидкости на высоту z. Найдем зависимость силы F(z). На конус действуют: 

1) сила тяжести,  равная 
3

2
1 HRgπρ  и направленная вниз; 2)выталкивающая 

сила жидкости, равная весу жидкости, вытесненной погруженной частью 

конуса  2

322

33 H
zRgHRg πρπρ

− , направленная вверх.  

 При вытаскивании конуса сила  F(z) должна уравновешивать сумму 

этих сил. Следовательно  2

322
1

33
)()(

H
zRgHRgzF πρπρρ

+
−

= . 

Получаем =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
== ∫∫
HH

dz
H
zRgHRgdzzFA
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2
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1

0 33
)()( πρπρρ  

123
)(

123
)( 2222

1

0
2

422
1 HRgHRg
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zRgHzRg

H
πρπρρπρπρρ
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⎦
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⎣

⎡
+

−
= . 

 
 

Определение работы, затрачиваемой на выкачивание жидкости из 
сосуда 

 К этому моменту мы предполагаем, что вы немного освоились с 
методом составления интегральных сумм, поэтому рассуждения станут менее 
подробными. 
 Пусть имеется сосуд глубины H, заполненный жидкостью с 
плотностью ρ  (Фиг. 14). Будем считать, что ось Z направлена 
перпендикулярно поверхности жидкости, а начало оси находится на  ее 
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поверхности. Предполагаем, что площадь сечения сосуда плоскостью, 
перпендикулярной оси Z, является известной функцией S(z). Требуется 
определить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать воду из 
сосуда. 

 
 
                                  Фиг. 14. 
 
 В начале, определим работу AΔ , которую необходимо затратить на 
выкачивания слоя толщины zΔ , лежащего на глубине от z до . zz Δ+
Толщину слоя  zΔ  считаем малой величиной. При выкачивании этот слой 
поднимется на высоту, приближенно равную z. Следовательно, работа AΔ  
оценивается величиной  PzA Δ≈Δ , где  PΔ  - вес этого слоя. В свою очередь 

VgP Δ=Δ ρ , где VΔ
z

 - объем слоя. Объем указанного слоя приближенно 
равен zSV Δ≈Δ )( . Тогда zzgzSPzA Δ≈Δ≈Δ )(ρ . Суммируя по всем слоям и 
переходя к пределу, получаем  

 . ∫=
h

dzzgzSA
0

)(ρ

Задача 80.  Определить работу, которую нужно затратить, чтобы 
выкачать жидкость  плотности ρ  из сосуда,  имеющего  форму  сферы  (Фиг. 
15)   радиуса R. 

 
                                Фиг. 15. 
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 Площадь сечения S(z) равна S(z)= 2rπ . По теореме Пифагора  
2222 2)( zRzzRRr −=−−= . Следовательно = ( )dzzRzgzA

R

∫ −=
2

0

22πρ

= 4
2

0

4
3

3
4

43
2 RgzRzg

R

πρπρ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

 
 Определение времени вытекания жидкости  из сосуда 
Постановка задачи. Имеется сосуд (Фиг. 16) глубины H, в дне которого 
имеется отверстие площади  F . Требуется определить время вытекания 
жидкости из данного сосуда. 

 
                  Фиг. 16. 
 Ось Z направим перпендикулярно свободной поверхности жидкости, а 
ее начало совместим с уровнем отверстия. Предположим, что площадь 
сечения сосуда плоскостью, перпендикулярной оси Z, является известной 
функцией S(z). Напомним, что скорость v вытекания жидкости из отверстия    
вычисляется по формуле ghv 2= , где h – уровень свободной поверхности 
жидкости над отверстием.  
 Оценим время tΔ , за которое жидкость опустится с уровня zz Δ+  
до уровня . Объем жидкости в таком слое z VΔ  оценивается соотношением 

zzSV Δ(=Δ ) . Скорость вытекания жидкости   v в этот момент оценивается 
величиной gzv 2= . Объем 1VΔ  жидкости, вытекшей за время tΔ  примерно 

равен 1 2v t F gzΔ ≈ ΔV F tΔ ≈ . Из условия равенства VΔ  и  получаем 
оценку времени 

1VΔ
tΔ , за которое жидкость опустится с уровня zz Δ+  

до уровня : z
gzF
zzSt

2
)( Δ

=Δ . 

 Тогда полное время t  вытекания жидкости из сосуда равно 

 ∫=
H

gzF
dzzSt

0 2
)( . 

 Задача 81.  Найти время вытекания жидкости из цилиндрического 
сосуда радиуса R, высоты H, в дне которого имеется отверстие площади  F . 
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 Площадь сечения цилиндрического сосуда S(z) - постоянная величина 
равная   - 2)( RzS π= . Тогда 

g
H

F
Rz

gF
R

gzF
dzRt

H
H 22

22

2

0

2

0

2 πππ
=== ∫ . 

 
 

6. Комплексные числа 
 

В алгебраической форме комплексное число z представляется в виде  
biaz += ,  где a - действительная часть, b  - мнимая часть, число i - мнимая 

единица, обладающая свойством 12 −=i . 

 Комплексное число удобно представлять вектором  OA  на 
комплексной плоскости (Фиг. 17). 

→

  
                               Фиг. 17. 
Два комплексных числа biaz +=1  и dicz +=2  считаются равными тогда и 
только тогда, когда равны их действительные и мнимые части. То есть 

dbcazz ==⇔= ,21 . 
Операции сложения (вычитания) для комплексных чисел определены 

следующим образом: idbcadicbiazz )()()()(21 ±+±=+±+=± , то есть 
отдельно складываются (вычитаются) действительные и мнимые части. 
Комплексным нулем называется число вида 0= i00 + . Нетрудно видеть, что 
для любого  выполнено z zz =+ 0 . 
 Операция умножения 21 zz ⋅  проводится по следующей схеме 

iidbcibdiacadicbiazz ⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅=+⋅+=⋅ )()(21  
Так как , то  12 −=i

ibcadbdacdbcibdiacadicbiazz )()()()(21 ++−=⋅−⋅+⋅+⋅=+⋅+=⋅  
 
           Комплексной единицей называется число i011 += . Легко проверить, 
что для любого числа  выполнено z zz =⋅1 . 
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 Если комплексное число z равно biaz += , то комплексно 
сопряженным называется  число, обозначаемое z ,  где  biaz −= . Заметим, 
что 2b+222 )())(( abiabiabiazz =−=−+= . 
 Деление комплексных чисел осуществляется по следующей схеме 
(числитель и знаменатель умножают на сопряженное к знаменателю): 

i
dc
adbc

dc
bdac

dc
iadbcbdac

dicdic
dicbia

dic
bia

z
z

222222
2

1 )()(
))((
))((

+
−

+
+
+

=
+

−++
=

−+
−+

=
+
+

=  

 Задача 82.  Вычислить 21 zz + , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , если , =1z i32 − iz 232 += . 

Решение. =21 zz + iiii −=+−++=++− 5)23()32()23()32( . 
21 zz ⋅ = 

= iiiiiiiii 512694623332232)23()32( −=+−+=⋅⋅⋅−⋅−⋅+⋅=+⋅−  

2

1

z
z = iiii

ii
ii

i
i

−=
−

=
+

−−−
=

−+
−−

=
+
−

13
130

49
6946

)23)(23(
)23)(32(

)23(
)32( . 

 

Задача 83.  Вычислить 21 zz + , 21 zz ⋅ , 
2

1

z
z , если , =1z i51+ iz 252 −=  

21 zz + = iiii 36)25()51()25()51( +=−++=−++  
21 zz ⋅ = 

= iiiiiiiii 231510252525552151)25()51( +=++−=⋅⋅⋅−⋅+⋅−⋅=−⋅+  

2

1

z
z = iiii

ii
ii

i
i

29
27

29
5

29
275

425
102525

)25)(25(
)25)(51(

)25(
)51(

+−=
+−

=
+

−++
=

+−
++

=
−
+  

 
 Тригонометрическая форма комплексного числа. 

Обозначим r  - модуль вектора OA   (Фиг. 16) 
→

22 bar += . Это число 
назовем модулем z  -  комплексного числа biaz += . Заметим, что 

zzz ⋅= . 

 Угол наклона вектора  к действительной оси  Rez обозначим OA
→

ϕ  и 
назовем аргументом комплексного числа z. Тогда ϕcosra = , ϕsinrb = . 
Следовательно, =biaz += ϕcosr + )sin(cossin ϕϕϕ irir +=⋅ . 

Представление комплексного числа в виде )sin(cos ϕϕ irz +=  
называется тригонометрической формой комплексного числа. Заметим, что 
аргумент комплексного числа определен с точностью до слагаемого, 
кратного π2 . Если не будет специальных оговорок, мы будем предполагать, 
что речь идет  о главном значении аргумента ϕ , где πϕ 20 <≤ . В общем 
случае два комплексных числа )1sin(cos 111 ϕϕ irz +=  и 

)sin(cos 222 2 ϕϕ irz +=  равны, когда равны их модули, а аргументы 
отличаются на слагаемое, кратное π2 . 
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Для комплексных чисел, заданных в тригонометрической форме, 
операции умножения и деления выполняются достаточно просто. 

Пусть )sin(cos 1111 ϕϕ irz += , )sin(cos 2222 ϕϕ irz += . 
Тогда:  

( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2(cos sin ) (cos sin ) cos sinz z r i r i r r iϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⋅ = + ⋅ + = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦  
( при умножении комплексных чисел модули перемножаются, а аргументы 
складываются); 

( ) ( )1 1 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2 2 2

(cos sin ) cos sin
(cos sin )

z r i r i
z r i r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

+
= = − + ϕ−⎡ ⎤⎣ ⎦+

 

(при делении  комплексных чисел модули делятся, а аргументы вычитаются). 
 Из формулы умножения комплексных чисел, заданных в 
тригонометрической форме следует, что если )sin(cos ϕϕ irz += ,  то , где 
n – целое число равно 

nz

)sin(cos ϕϕ ninrz nn +=  
Эта формула, называется формулой Муавра. 
 Если комплексное число задано в тригонометрической форме 

)sin(cos ϕϕ irz +=
biaz +=

, а нам требуется представить его в алгебраической форме 
, то действительная и мнимая части комплексного числа 

определяются соотношениями ϕϕ sin,cos rbra == . 
 Если комплексное число представлено в алгебраической форме 

, а нам требуется представить его в тригонометрической форме biaz +=
(cos )sinϕϕ irz = + , то модуль и аргумент определяются соотношениями  

2222
22 sin,cos,

ba
b

ba
abar

+
=

+
=+= ϕϕ . Известные значения синуса и 

косинуса однозначно определяют главное значение аргумента. 
 Согласно формуле Эйлера .  ϕϕϕ sincos iei +=
Следовательно, комплексное число  )sin(cos ϕϕ irz +=      может быть 
записано в виде . ϕirez =
Такое представление называется показательной формой комплексного 
числа. 
 
             Задача 84.  Записать в тригонометрической и показательной форме 

 iz −= 2 .
1 Имеем  . Следовательно iz −= 2 ,2 −== ba . Тогда: 

522 =+= bar 14 =+ ; 
5

1cos
222

−=
+

==
ba

b
a
a ϕϕ sin,

5
2

2
=

+ b
, 
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2
1

−=ϕtg . Так как действительная часть положительна, а мнимая 

отрицательна, то комплексное число находится в четвертой четверти 

комплексной плоскости и, следовательно, 
2
12 arctg−= πϕ . 

 Тогда имеем: 
в тригонометрической форме  

iz −= 2 = ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
12sin

2
12cos5 arctgiarctg ππ ; 

в показательной форме  
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−= 2
12

52
arctgi

eiz
π

. 

 Задача 85.  Вычислить: 
2006

2
1

2
3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ i . 

 Решение. Представим число iz
2
1

2
3
+=  в тригонометрической 

форме.  

Имеем 
2
1,

2
3

== ba , 1
4
1

4
322 =+=+= bar , 

2
3cos

22
=

+
=

ba
aϕ , 

2
1sin

22
=

+
=

ba
bϕ .  Тогда 

6
πϕ = . Следовательно, согласно формуле 

Муавра 

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

6
2006sin

6
2006cos1

6
sin

6
cos1

2
1

2
3 2006

20062006
ππππ iii  

= iii
2
3

2
1

3
sin

3
cos

3
334sin

3
334cos +=+=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππππππ . 

 
 Вычисление корня -ой степени из комплексного числа n
 
По определению n z  называется число , такое , что  (n – целое 
положительное число). 

1z zz n =1

 Пусть в тригонометрической форме число z  имеет вид 
)sin(cos ϕϕ irz += . Будем искать  в виде 1z )sin(cos1 ψψρ iz += . 

Поскольку , то, согласно формуле Муавра  zz n =1

)sin(cos)sin(cos ψψρϕϕ ninir n +=+ . 
 Из условия равенства комплексных чисел, заданных в 
тригонометрической форме, следует: 

1)равенство модулей nr ρ= , то есть n r=ρ ; 
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2)аргументы могут отличаться на слагаемое, кратное π2 , то есть 
kn πϕψ 2+= , где k – целое число. 

Отметим, что в полученном выражении для аргумента ψ смысл имеют 
значения 10 −≤≤ nk . При дальнейшем увеличении k значения аргумента 
ψ будут отличаться от полученных ранее на величину, кратную π2 . 
Следовательно,  n z  принимает n значений вида 
n z = )sin(cos kk

n ir ψψ + , где 
n
k

nk

πϕψ 2
+= , 10 −≤≤ nk . 

 Задача 86.  Вычислить 3 8i− . 
Представим число в тригонометрической форме. Имеем 

, 

iz 8−=

8,0 −== ba 822 =+ ba=r , 0cos
22
=

+
=

ba
aϕ , 1sin

22
−=

+
=

ba
bϕ .  

Тогда 
2

3πϕ = . Следовательно ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

2
3sin

2
3cos88 ππ ii . 

Будем искать 3 z  в виде )sin(cos3 ψψρ iz += . 

Следовательно ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

2
3sin

2
3cos8)3sin3(cos3 ππψψρ ii . 

Получаем 288 33 ==⇒= ρρ , 

20,2
2

33 ≤≤+= kkππψ .  

Имеем три значения аргумента 

6
11

3
22

2
,

6
7

3
12

2
,

23
02

2 321

πππψπππψπππψ =
⋅

+==
⋅

+==
⋅

+=  

Следовательно, имеются три значения 3 8i− : 

iii 2
2

sin
2

cos283 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=−

ππ ; 

iii −−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=− 3

6
7sin

6
7cos283 ππ ; 

iii −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=− 3

6
11sin

6
11cos283 ππ . 
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