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Первая рассматриваемая задача по разделу «Функции многих 

переменных» предназначена для закрепления навыков вычисления 
частных производных. Прежде чем приступить к разбору задачи мы 
напомним некоторые основные понятия. 
  Если является функцией двух независимых переменных 
x и y, то частные производные этой функции определяются следующим 
образом: 

);( yxfz =

  
x

yxfyxxf
x
z

x Δ
−Δ+

=
∂
∂

→Δ

);();(lim
0

; 

                 
y

yxfyyxf
y
z

x Δ
−Δ+

=
∂
∂

→Δ

);();(lim
0

. 

Из этого определения следует следующее правило вычисления частных 
производных. При вычислении 

x
z
∂
∂  - частной производной по переменной x 

мы можем пользоваться всеми еми приемами которые мы использовали 
ранее для выч сления производной функции одной переменной, считая 
при этом переменную y постоянной величиной. Аналогично, при 
вычислении 

т ,  
и

y
z
∂
∂  - частной производной по переменной y мы можем 

пользоваться всеми теми приемами, которые мы использовали ранее для 
вычисления производной функции одной переменной, считая при этом 
переменную x постоянной величиной. Студенты, которые считают, что 
они хорошо овладели навыками дифференцирования, могут дальнейшие 
пояснения пропустить и непосредственно перейти к решению задачи. Мы 
приведем некоторые дополнительные пояснения для тех студентов, а их, 
как показывает опыт, к сожалению не так уж и мало. Поэтому мы 
приведем пояснения, которые для некоторой части студентов покажутся 
тривиальными (мы заранее просим не обижаться на нас за это), но 
надеемся при этом, что для  части студентов они окажутся полезными.  

 

 Так вот первое, что полезно запомнить. 
 Если , то xyxz =);( 1=

∂
∂
x
z . (Надеемся, что вы не забыли, что для функции 

одной переменной ).  1)( =′x

Кратко это запишем так 1=
∂
∂
x
x . 

 Если , то yyxz =);( 0=
∂
∂
x
z . (Надеемся, что вы не забыли, что для 

функции одной переменной производная постоянной равна нулю). 
   
Кратко это запишем так 0=

∂
∂
x
y . 
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Аналогично имеем: 0=
∂
∂
y
x ; 1=

∂
∂
y
y . 

Рассмотрим в начале очень простой пример. 
Задача 1. . Найти 53);( yxyxz =

x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

 Мы приведем два варианта решения этого примера – первый вариант 
для студента, который еще не вполне уверенно овладел навыками 
вычисления частных производных, и второй вариант для студентов, для 
которых вычисление частных производных не является серьезной 
проблемой. 
 Начнем с первого варианта. На всякий случай мы напомним некоторые 
факты, которые должны быть известны студенту после изучения раздела 
курса высшей математики, касающегося дифференцирования функции 
одной переменной. Во-первых – производная произведения vuvuuv ′+′=′)( . 
Во-вторых – табличную производную . В-третьих – для 

сложной функции , где 

1)( −=′ nn nxx
nuy = )(xuu =  имеем 

dx
dunu

dx
dy n 1−= . 

 Обратим внимание на тот факт, что исходная функция представляет 
собой произведение двух функций: первая - , вторая - . 3x 5y
 Используя формулу производной произведения, получаем 
 ( ) ( ) ( )535353 y

x
xyx

x
yx

xx
z

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ . 

 Далее воспользуемся правилами вычисления производной степенной и 
сложной функции: 
 ( ) ( )

x
yyxy

x
xxy

x
xyx

xx
z

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 43525353 53 . 

Поскольку 1=
∂
∂
x
x , 0=

∂
∂
x
y , то получаем окончательный ответ 523 yx

x
z
=

∂
∂ . 

Аналогично вычисляется 
y
z
∂
∂ . 

 
( ) ( ) ( ) =

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ 535353 y

y
xyx

y
yx

yy
z 434352 553 yx

y
yyxy

y
xx =

∂
∂

+
∂
∂ . 

 Теперь рассмотрим второй вариант решения этой задачи для 
студента, твердо овладевшего навыками вычисления частных 
производных.  
 При вычислении частной производной по переменной x он заметит, что 

 является постоянной величиной, а постоянную величину можно 
выносить за знак производной. Поэтому имеем 

5y

( ) ( ) 52253553 33 yxxyx
x

yyx
xx

z
==

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ . 
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Аналогично, при вычислении частной производной по переменной y он 
заметит, что  является постоянной величиной, а постоянную величину 
можно выносить за знак производной. Поэтому имеем 

3x

( ) ( ) 43435353 55 yxyxy
y

xyx
yy

z
==

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ . 

 Задача 2 4

7

);(
y
xyxz = . Найти 

x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

Первый вариант решения. На всякий случай напомним производную 

частного. 2v
vuvu

v
u ′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Имеем 

( ) 4

6

8

46

8

3746

24

4747

4

7 7747)()(

y
x

y
yx

y
x
yyxy

x
xx

y

y
x

xyx
x

y
x

xx
z

==∂
∂

−
∂
∂

=∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂ ; 

 
 

( ) 5

7

8
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8

3746

24

4747

4

7 44
47)()(

y
x

y
yx

y
y
yyxy

y
xx

y

y
y

xyx
y

y
x

yy
z

−=
−

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂  

Второй вариант решения.  При вычислении частной производной по x 
заметим, что 4

1
y
является постоянным множителем. Тогда 

4

6
6

4
7

44

7 771)(1
y
xx

y
x

xyy
x

xx
z

==
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂ . 

Аналогично при вычислении частной производной по y заметим, что 
является постоянным множителем. Тогда 7x

 

5

7
5747

4
7

4

7 4)4()(1
y
xyxy

y
x

yy
x

y
x

yy
z

−=−=
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂ −− . 

Перейдем непосредственно к решению более сложных примеров. 

 Задача 3. Найти 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ , если y

x

ez

5

= . 

Решение этого примера приведем по первому варианту. Напомним 
табличную формулу производной функции одной переменной. ( ) xx ee =

′ . 
Для сложной функции , где uey = )(xuu = , 

имеем: 
dx
duee

dx
d

dx
dy uu == )( .Напомним также 

x
x

2
1)( =′ . Тогда 

=∂
∂

−
∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

=
∂
∂

2

55
5

)(

)()(555

y

y
x

xyx
xe

y
x

x
ee

xx
z y

x
y

x
y

x
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∂
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∂
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∂
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∂
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5
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∂
∂

−
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∂
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Задача 4. Найти 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ , если . yxz =

Решение примера проведем по второму варианту. 
При вычислении частной производной по x, считая y постоянной, 
воспользуемся табличной производной . 1)( −=′ αα αxx

Тогда ( ) 1−=
∂
∂

=
∂
∂ yy yxx

xx
z . 

При вычислении частной производной по y, считая x постоянной, 
воспользуемся табличной производной . aaa xx ln)( =′

Тогда ( ) xxx
yy

z yy ln=
∂
∂

=
∂
∂ . 

При решении задачи аудиторной  контрольной работы используются 
формулы нахождения частных производных сложных функций. 
Напомним эти формулы. В курсе дифференциального  исчисления 
функций одной переменной для нахождения производных сложных 
функций использовалось следующее правило. Суть этого правила состоит 
в следующем. Если переменная величина  является некоторой функцией 
переменной  ( ), а переменная является в свою очередь 
функцией другой переменной 

y
u )(uFy = u

x  (u )x(ϕ= ), то переменная  является 
функцией 

y
x  ( )]([ xFy ϕ= ). Для вычисления производной этой функции по  

x  использовалась следующая формула )() xu(Fy ϕ′′=′  или ей аналогичная 

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅= . Условия применимости этой формулы были изложены в 

теоретическом курсе и на них мы останавливаться не будем.  
 Соответствующие формулы существуют и для функций нескольких 
переменных. Мы не будем останавливаться на условиях применимости 
этих формул. С ними вы можете ознакомиться при изучении 
теоретической части курса.  Для функций двух переменных эти формулы 
выглядят следующим образом. 
 Пусть переменная z  является функцией двух переменных  и  , то 
есть . Переменные  и   в свою очередь являются функциями  

u v
);( vuzz = u v
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двух других переменных x  и y , то есть );( yxuu = , . Тогда для 
вычисления частных производных по 

);( yxvv =
x  и  могут быть использованы 

следующие формулы: 
y

y
v 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ ;    

v
z

u
z

y
z

∂y
u∂ ∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

= . 
∂

Перейдем непосредственно к решению конкретных задач. Мы будем 
исходить из того, что, решив первую задачу, вы уже овладели некоторыми 
навыками вычисления частных производных. 
 Задача 5. Применяя правило нахождения производных сложных 

функций, найти 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ , если ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
5

4

sin
v
u

=z , где , )2y( 3xu += 22 yxyxv ++= . 

Используем приведенные выше формулы. ( Напомним  ). xx cos)(sin =′

Решение приведем, предполагая, что вы еще не вполне твердо владеете 
навыками нахождения частных производных. 
 Вначале вычислим отдельно 

u
z
∂
∂ , 

v
z
∂
∂ , 

x
u
∂
∂ , 

x
v
∂
∂ , 

y
u
∂
∂ , 

y
v
∂
∂ . 

Имеем: 

u
z
∂
∂ = =∂

∂
−

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
u∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

4

242

2

4

2

4

2

4

2

4 )((
coscossin

v

v
u

uv
u

v
u

v
u

v
u

v
u

u

4 )u
 

= 2

3

2

4

4

4 2v23

4

423

2

4 4cos)0()1(424
cos

v
u

v
u

v
uvu

v
u
vvuv

u
uu

v
u

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
⎜⎜
⎝

⎛∂
2

4

v
u

⎟⎟
⎠

⎞
cos=

∂
−

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ; 

  

v
z
∂
∂ = =∂

∂
−

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

4

242

2

4

2

4

2

4

2

4 )((
coscossin

v

v
v

uu
v

v
u

vv
u

v
u

v ⎜⎜
⎝

⎛
v
u

4 )v
 

= 3

4

2

4

4

4 2v23

4

423

2

4 )2(cos)1()0(424
cos

v
u

v
u

v
uvu

v
v
vvuv

v
uu

v
u −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
⎜⎜
⎝

⎛
=∂

2

4

v
u

⎟⎟
⎠

⎞
cos

∂
−

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ; 

2222323 30213=2))()( xyx
x
yy

x
x

x
x

x
yx

xx
u

=+
∂

3x(y∂ ∂
+

∂
∂

=+
∂
∂

=+
∂
∂

=
∂
∂ ; 

∂
 
 

yyx
y
yy

y
xxy(

y
x

y
yx

yy
u 21202))()( 222323 =+

∂
3=3∂ ∂

+
∂
∂

=+
∂
∂

=+
∂
∂

=
∂
∂ ; 

∂

( ) ( ) =++
∂
∂

++

1
=++

∂
∂

=
∂
∂ 2

2

22

2
xyx

xxyx
yxyx

xx
v 2y

2y
 

= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ (
x

+
∂
∂

+
∂
∂

++
)()(

2
1 22

22
y

x
x

xyxyx
)xy  
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= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

++ x
yy

x
yxy

x
x

x
xx

yxyx
22

2

1
22

 

= ( )
2222 2

2020112
2

1
yxyx

yxyxyx
yxyx ++

+
=+++

++
; 

( ) ( ) =++
∂
∂

++
=++

∂
∂

=
∂
∂ 22

22

22

2
1 yxyx

yyxyx
yxyx

yy
v  

= =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

++
)()()(

2
1 22

22
y

y
xy

y
x

yyxyx
 

= =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

++ y
yy

y
yxy

y
x

y
xx

yxyx
22

2
1

22
 

= ( )
2222 2

2121002
2

1
yxyx

yxyxyx
yxyx ++

+
=+++

++
. 

Теперь можем записать окончательный ответ. 
 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ = 2

3

2

4 4cos
v
u

v
u

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 23x + 3

4

2

4 )2(cos
v

u
v
u −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
222

2
yxyx

yx
++

+ . 

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ = 2

3

2

4 4cos
v
u

v
u

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y2 + 3

4

2

4 )2(cos
v

u
v
u −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
222

2
yxyx

yx
++

+ . 

Возможные дальнейшие упрощения полученных соотношений, 
мы опускаем. 
 Замечание. По опыту проверки работ иногда приходится 
сталкиваться с таким методом нахождения частных производных 
в данной задаче. Студент с самого начала подставляет  и  , 
выраженные через 

u v
x  и y в исходную функцию и получает 

функцию, зависящую только от x  и . В рассмотренной задаче 
это выглядело бы следующим образом 

y

 

( )
( ) ⎥

⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++

+
= 3

22

423

sin
yxyx

yxz . 

Далее, используя обычные правила нахождения частных 
производных, решается задача. С точки зрения практики (если, 
конечно, сам вид подобного примера не вызывает у вас 
отрицательных эмоций), такой прием возможен и найденные 
частные производные будут верными. Однако при решении 
контрольной работы это неприемлемо, поскольку в условии 
задания написано «Применяя правило нахождения 
производных сложных функций, найти ….». 
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 Рассмотрим решение еще одного примера, но теперь глазами 
студента уверенно овладевшего навыками вычисления частных 
производных. 

Задача 6.  Применяя правило нахождения производных 
сложных функций, найти 

x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ , если ( )54ln vuz += , где , 23 yxu =

6x
yv = . 

(Напомним  ( )
x

x 1ln =′ ). 

( )[ ] 54

3
3

54
54

54
54 4)04(1)()(1ln

vu
uu

vu
v

u
u

uvu
vu

uu
z

+
=+

+
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂
∂

+
=+

∂
∂

=
∂
∂ . 

 

( )[ ] 54

4
4

54
54

54
54 5)50(1)()(1ln

vu
vv

vu
v

v
u

vvu
vu

vv
z

+
=+

+
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂
∂

+
=+

∂
∂

=
∂
∂ . 

 
( ) ( ) 22223223 33 yxxyx

x
yyx

xx
u

==
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ . 

 
( ) ( ) yxyxy

y
xyx

yy
u 332323 22 ==

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ . 

 

( ) 7
76

6

6)6(
x

yxyx
x

y
x
y

xx
v

−=−=
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂ −− . 

 

( ) 666

11
x

y
yxx

y
yy

v
=

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂ . 

 
Тогда 
 

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ = 54

34
vu

u
+

223 yx + 54

45
vu

v
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 7

6
x

y . 

 

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ = 54

34
vu

u
+

yx32 + 54

45
vu

v
+ 6

1
x

. 

 
Следующий тип задач предполагает знание формулы 

вычисления полной производной функции. Поясним смысл этой 
задачи. Предположим, что задана функция трех переменных 

. При этом, переменные );;( tyxzz = x  и y  не являются 
независимыми, а являются некоторыми функциями переменной t . 
Тогда фактически величина является функцией одной z
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переменной t . Производная этой функции по переменной t  и 
называется полной производной и обозначается 

dt
dz . Формула ее 

вычисления имеет вид: 
  

t
z

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ . =

Рассмотрим примеры. При решении примеров мы исходим из 
того факта, что, решив первые две задачи, вы овладели навыками 
вычисления частных производных. 
 
 

Задача 7.   Найти 
dt
dz , если ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= 2

63

cos
t

yxz , где , . tex 4= ttg2y =

Найдем вначале 
dt
dy

dt
dx

t
z

y
z

x
z ,,,,

∂
∂

∂
∂

∂
∂ . (Напомним ( ) xx sincos −=′ , 

( )
x

tgx 2cos
1

=′ ). 

 

( ) =+
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
t⎜⎜

⎝

⎛ +
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

=
∂
∂ 63

22

63

2

63

2

63

2

63 1sinsincos yx
xt

yx
t

yx
xt

yx
t

yx
xx

z

= ( ) 2

2

2

63
2

22

63 3sin031sin
t
x

t
yxx

tt
yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− . 

 

( )=+
∂2

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

=
∂
∂ 63

2

63

2

63

2

63

2

63 1sinsincos yx
ytt

yx
t

yx
yt

yx
t

yx
yy

z

= ( ) 2

5

2

63
5

22

63 6sin601sin
t
y

t
yxy

tt
yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− . 

 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+3
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂

=
∂
∂

2
6

2

63

2

63

2

63

2

63 1sinsincos
tt

yx
t

yx
t

yx
tt

yx
t

yx
tt

z

 

= ( ) ( )
3

63

2

63

3
63

2

63 2sin)2(sin
t

yx
t

yx
t

yx
t

yx +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− . 

 
( ) 444 tt ee

dt
d

dt
dx

== . 

 
( ) 2

2cos
12 2 t

ttg
dt
d

dt
dy

== . 

 
Тогда получаем  
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t
z

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= = 

2

2

2

63 3sin
t
x

t
yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− 44te

2

5

2

63 6sin
t
y

t
yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− 2

2cos
1
2 t

+ ( )
3

63

2

63 2sin
t

yx
t

yx +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ + . 

Задача 8.   Найти 
dt
dz , если ( )524 tyxarctgz = , где tx 3sin= , . tey 2=

(Напомним ( ) 21
1
x

arctgx
+

=′ ). 

 
( )[ ]

( )
( ) )(

1
1

1

1 452
1048

524
2524

524 x
x

ty
tyx

tyx
xtyx

tyxarctg
xx

z
∂
∂

+
=

∂
∂

+
=

∂
∂

=
∂
∂ = 

=
1048

523
352

1048 1
44

1
1

tyx
tyxxty

tyx +
=

+
. 

 
( )[ ]

( )
( ) )(

1
1

1

1 254
1048

524
2524

524 y
y

tx
tyx

tyx
ytyx

tyxarctg
yy

z
∂
∂

+
=

∂
∂

+
=

∂
∂

=
∂
∂ = 

=
1048

54
54

1048 1
22

1
1

tyx
ytxytx

tyx +
=

+
. 

 
( )[ ]

( )
( ) )(

1
1

1

1 5524
1048

524
2524

524 t
t

tyx
tyx

tyx
ttyx

tyxarctg
tt

z
∂
∂

+
=

∂
∂

+
=

∂
∂

=
∂
∂ = 

=
1048

424
424

1048 1
55

1
1

tyx
tyxtyx

tyx +
=

+
. 

 
( ) tt

dt
d

dt
dx 3cos33sin == . 

( ) 222 tt ee
dt
d

dt
dy

== . 

 
Тогда 

t
z

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= =
1048

523

1
4

tyx
tyx

+
t3cos3 +

1048

54

1
2

tyx
ytx

+
22te +

1048

424

1
5

tyx
tyx

+
. 
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В процессе решения следующих задач используется понятие 
производной по направлению. Напомним суть этого понятия. Пусть имеется 
функция трех переменных );;( zyxuu =  и некоторая точка пространства 

. Производной );;( 0000 zyxM
s
u
∂
∂  в точке  в направлении вектора 0M a  

называется следующий предел  

s
zyxuzzyyxxu

s
u

s Δ
−Δ+Δ+Δ+

=
∂
∂

→Δ

);;();;(
lim 000000

0
, где sΔ  длина вектора 10MM , 

соединяющего точки  и );;( 0000 zyxM );;( 001 zzyyxxM Δ+0 Δ+Δ+ , при этом сам 
вектор 10MM  параллелен вектору a  и имеет с этим вектором одинаковое 
направление. Производная по направлению характеризует скорость 
изменения функции в направлении вектора a . При вычислении производной 
по направлению удобно использовать понятие градиента функции. 
 Градиентом функции );;( zyxuu =  называется вектор, обозначаемый 
grad(u), который определяется следующими соотношениями 

grad(u)=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
u

y
u

x
u ;; . Производная по направлению вектора равна проекции 

градиента функции на это направление. Таким образом, можно сказать, что 
grad(u) направлен в направлении наиболее быстрого возрастания функции, а 
его модуль равен скорости роста в этом направлении.  

a

 Напомним формулу проекции вектора a  на вектор , которая 

изучалась в курсе аналитической геометрии 

b

b
baaпрb

)(
= , где )( ba  - скалярное 

произведение векторов  и a b , b  - модуль вектора b . Напомним, что если в 

прямоугольной декартовой системе координат координаты векторов a  и b  
соответственно равны { }111 ;; ZYXa = , b ={ }22 ;Z2 ;YX , то  их скалярное 
произведение вычисляется по формуле ( )ba = 21ZZ+21YY21XX + . 
 Следовательно, если координаты вектора a  соответственно равны 

=a { }zyx aaa ;; , то производная по направлению вектора вычисляется по 
формуле  

a

222
zyx

zyx

aaa

a
z
ua

y
ua

x
u

s
u

++

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ . 

Задача 9.   Дана функция . xzzyyxu 222 ++=
Найти: а) градиент функции; б) производную по направлению вектора 

 в точке М(3;1;2). { 2;1;2 −=a }
Найдем градиент u .  

grad(u)=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
u

y
u

x
u ;; . Вычислим частные производные. 
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( ) 2222 2 zxyxzzyyx
xx

u
+=++

∂
∂

=
∂
∂ . 

( ) yzxxzzyyx
yy

u 22222 +=++
∂
∂

=
∂
∂ . 

( ) zxyxzzyyx
zz

u 22222 +=++
∂
∂

=
∂
∂ . 

Тогда 
grad(u)={ }zxyyzxzxy 2;2;2 222 +++ . 
Полагая x=3, y=1, z=2, получаем grad(u)={ }13;13;10 . 

Используя формулу ( )
a
agradu

s
u ⋅
=

∂
∂ , получаем 11

3
33

2)1(2
213)1(13210

222
==

+−+

⋅+−⋅+⋅
=

∂
∂
s
u . 

В следующей задаче изучаются методы построения касательной 
плоскости и нормали к поверхности. Напомним основные моменты 
теоретического курса. Если поверхность определяется уравнением 

, и точка  лежит на указанной поверхности, то вектор 0);;( =Φ zyx );;( 0000 zyxM

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

=
zyx

N ;; , вычисленный в точке  перпендикулярен 

касательной плоскости к поверхности. Тогда уравнение касательной 
плоскости может быть записано в виде 

);;( 0000 zyxM

0)()()( 000 =−
∂
Φ∂

+−
∂
Φ∂

+−
∂
Φ∂ zz

z
yy

y
xx

x
. 

Уравнение нормали, записанное в каноническом виде, определяется 
соотношениями 

z

zz

y

yy

x

xx

∂
Φ∂
−

=

∂
Φ∂
−

=

∂
Φ∂
− 000 . 

Задача 10.   Найти уравнение касательной плоскости и нормали к 
поверхности  в точке М(1;2;3). 02822 =−++ xyzyzxy
Имеем: 
 ( ) 1028 222 =+=−++

∂
∂

=
∂
Φ∂ yzyxyzyzxy

xx
; 

( ) 16228 222 =++=−++
∂
∂

=
∂
Φ∂ xzzxyxyzyzxy

yy
; 

( ) 1422822 =+=−++
∂
∂

=
∂
Φ∂ xyyzxyzyzxy

zz
. 

Тогда уравнение касательной плоскости имеет вид 
10(x-1)+16(y-2)+14(z-3)=0. 
Преобразуя это уравнение, получаем окончательный вид 
5x+8y+7z-42=0. 
Каноническое уравнение нормали имеет вид 
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1 2
10 16 14

3x y z− − −
= =  

Теперь рассмотрим задачи, связанные с применением полного 
дифференциала в приближенных вычислениях. Суть этого состоит в 
приближенной замене полного приращения функции ее полным 
дифференциалом. (Напомним, что полный дифференциал функции двух 
переменных  равен 

dz

);( yxz dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

= ). Для приближенных вычислений 

применяется формула 
y

y
zx

x
zyxzdzyxzyyxxz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

+=+≈Δ+Δ+ );();();( . 

Рассмотрим пример применения данной формулы. 
Задача 11.   Вычислить приближенно с помощью дифференциала 

первого порядка . 22 97,202,4 +

Рассмотрим функцию 22);( yxyxz +=

);( 111 yxM
. В указанном примере требуется 

вычислить значение функции в точке , координаты которой 
соответственно равны , 02,41 =x 97,21 =y . 
Рассмотрим близкую точку , в которой вычисление функции не 
представляет проблему. В качестве такой точки возьмем  

);( 000 yxM

)3;4(0M , то есть , . Тогда 40 =x 30 =y 02,0402,4 =−=Δx , 03,0397,2 −=−=Δy . 
 
Имеем y

y
zx

x
zyxzdzyxzyyxxz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

+=+≈Δ+Δ+ );();();( . Поскольку 

22);( yxyxz += ,  то 
22 yx

x
x
z

+
=

∂
∂ , 

22 yx
y

y
z

+
=

∂
∂ .  

Тогда 

y
yx

y
x

yx

x
yxyyxx Δ

+
+Δ

+
++≈Δ++Δ+

2
0

2
0

0

2
0

2
0

02
0

2
0

2
0

2
0 )()( . 

Поскольку , , 40 =x 30 =y 02,0=Δx , 03,0−=Δy , 
 то 22 97,202,4 + = 

= )03,0(
34

302,0
34

434)03,03()02,04(
2222

2222 −
+

+
+

++≈−++ = 

=5+ =
−
5

09,008,0 4,998. 
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Далее ознакомимся с методами вычисления полных дифференциалов 
высших порядков. Общее правило для вычисления      - полного 
дифференциала порядка  выглядит следующим образом 

zd n

n
   . )( 1zddzd nn −=
 Напомним, что полный дифференциал первого порядка определяется 
соотношением dy

y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Задача 12. Найти , если zd 2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xxz sin .  

 Согласно приведенной выше формуле полный дифференциал 
второго порядка равен полному дифференциалу от полного 
дифференциала первого порядка.  
Найдем полный дифференциал первого порядка. 
 

dy
y
x

y
xdx

y
x

y
x

y
xdy

y
xx

y
dx

y
xx

x
dz ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= coscossinsinsin 2

2

 

 
Далее найдем полный дифференциал второго порядка 

zd 2 = ( ) ( ) ( )d dz dz dx dz dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

=

2

2sin cos cosx x x x xdx dy dx
x y y y y y
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ⎪ ⎪+ + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭

⎤
⎥
⎦

+ 

+ dydy
y
x

y
xdx

y
x

y
x

y
x

y ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ coscossin 2

2

= 

= dxdy
y
x

y
x

y
x

y
xdx

y
x

y
x

y
x

yy
x

y ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
sincos2sincos1cos1

3

2

22 + 

+ dydy
y
x

y
x

y
x

y
xdx

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− sincos2sincossincos 4

3

3

2

3

2

22 . 

 
Группируя слагаемые, получаем 
 

zd 2 = dxdy
y
x

y
x

y
x

y
xdx

y
x

y
x

y
x

y ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
sincos22sincos2

3

2

2
2

2 + 

+ 2
4

3

3

2

sincos2 dy
y
x

y
x

y
x

y
x

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ . 
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Далее ознакомимся с методами исследования функции двух переменных на 
экстремум. Напомним некоторые основные моменты теории.  
 Пусть имеется функция двух переменных );( yxzz = . Точками экстремума 

могут являться только такие точки, в которых частные производные 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂  

или равны нулю или не существуют. Такие точки плоскости будем называть 
критическими. Следовательно,  для определения критических точек имеем 
систему двух уравнений с двумя неизвестными вида  

                                        

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

.0

;0

y
z
x
z

 

Однако указанные условия не являются достаточными условиями экстремума.  
Для проверки, является ли критическая точка точкой экстремума, используется 
следующая схема. Обозначим через А, В, С следующие значения вторых 
производных, вычисленных в критической точке: 

2

2

x
zA

∂
∂

= ; 
yx
zB
∂∂

∂
=

2

; 2

2

y
zC

∂
∂

= . 

Тогда: 
         1. Если , то исследуемая критическая точка является точкой 
экстремума  и  

02 >− BAC

в случае   - исследуемая точка является точкой минимума 0>A
в случае   - исследуемая точка является точкой максимума; 0<A
 2. Если , то исследуемая точка не является точкой экстремума. 0_ 2 <BAC
 3. Если , то данный метод ответа на поставленный вопрос не 
дает и требуется привлекать другие методы. 

02 =− BAC

Задача 12. Исследовать на экстремум функцию . xyyxz 333 −+=
Вычислим частные производные. 
 yx

x
z 33 2 −=
∂
∂ . 

 xy
y
z 33 2 −=
∂
∂ . 

Для определения критических точек имеем систему уравнений 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−

.033
;033

2

2

xy
yx

Решим эту систему 
 

0)1(
.
;

.0
;0

.033
;033 34

2

2

2

2

2

2

=−⇒=⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−
xxxx

xy
yx

xy
yx

xy
yx . 

Полученное уравнение для неизвестной x  имеет два корня 1,0 21 == xx . 
Поскольку , то 2xy = 1,0 21 == yy . 
Следовательно, критическими являются две точки плоскости  и . )0;0(1M )1;1(2M
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Определим, являются ли эти точки точками экстремума. Для этого вычислим 
вторые производные. 

xyx
xx

z 6)33( 2
2

2

=−
∂
∂

=
∂
∂ . 

3)33( 2
2

−=−
∂
∂

=
∂∂

∂ yx
yyx

z . 

yxy
yy

z 6)33( 2
2

2

=−
∂
∂

=
∂
∂ . 

Исследуем первую точку . )0;0(1M

0062

2

=⋅=
∂
∂

=
x
zA , 3

2

−=
∂∂

∂
=

yx
zB , 0062

2

=⋅=
∂
∂

=
y
zC . 

Тогда , следовательно,  не является точкой экстремума. 092 <−=− BAC )0;0(1M
Исследуем вторую точку . )1;1(2M

6162

2

=⋅=
∂
∂

=
x
zA , 3

2

−=
∂∂

∂
=

yx
zB , 6162

2

=⋅=
∂
∂

=
y
zC . 

Тогда , следовательно,  является точкой экстремума. 
Поскольку А=6>0, то эта точка является точкой минимума. 

0272 >=− BAC )1;1(2M

Задача 14. Исследовать на экстремум функцию . yxyxyxz 232 22 ++−+−=
Вычислим частные производные. 
 32 ++−=

∂
∂ yx
x
z . 

 24 +−=
∂
∂ yx
y
z . 

Для определения критических точек имеем систему уравнений 

  
⎩
⎨
⎧

−=−
=−

⇒
⎩
⎨
⎧

=+−
=++−

.24
,32

.024
,032

yx
yx

yx
yx

Используя формулы Крамера, получаем 7
41
12

−=
−
−

=Δ , 14
42
13

−=
−−
−

=Δ x , 

7
21

32
−=

−
=Δ y , 2=

Δ
Δ

= xx , 1=
Δ

Δ
= yy . Следовательно, критической точкой 

является точка М(2;1). 

2)32(2

2

−=++−
∂
∂

=
∂
∂

= yx
xx

zA , 1)32(
2

=++−
∂
∂

=
∂∂

∂
= yx

yyx
zB , 

4)24(2

2

−=+−
∂
∂

=
∂
∂

= yx
yy

zC . 

Тогда , следовательно,  является точкой экстремума. 
Поскольку 

072 >=− BAC
02 <

)1;2(M
−=A , то эта точка является точкой максимума. 

Некоторые задачи связаны с нахождением условного экстремума функции и 
нахождению наибольшего и наименьшего значений функции в замкнутой 
ограниченной области. 
 Начнем с рассмотрения задачи условного экстремума. 
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 Пусть имеется функция двух переменных . Требуется 
определить точки экстремума этой функции при условии, что переменные 

);( yxfz =
x  и 

y  не являются независимыми, а связаны соотношением 0):( =yxϕ . Фактически 
это означает, что мы исследуем функцию );( yxfz =  не на всей плоскости, а на 
некоторой линии, лежащей на этой плоскости. 
 Для решения этой задачи используется метод множителей Лагранжа. 
Введем функцию трех переменных );;( λyxF  следующим образом 

);();();;( yxyxfyxF λϕλ += . (λ – называют множителем Лагранжа). Тогда точки 
экстремума определяются из решения системы трех уравнений с тремя 
неизвестными λ,, yx  вида: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

.0

,0

,0

λ
F
y
F
x
F

 

 Задача 15. Найти условный экстремум функции , если  
. 

22 yxyxz ++=
422 =+ yx

 Прежде чем составить выражение для функции Лагранжа, уравнение 
связи между переменными x  и y  перепишем в виде . 0422 =−+ yx
Тогда выражение для функции Лагранжа имеет вид 

( )4);;( 2222 −++++= yxyxyxyxF λλ . 

Из условия 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

.0

,0

,0

λ
F
y
F
x
F

 получаем систему уравнений  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+

=++
=++

.04
,022
,022

22 yx
yyx
xyx

λ
λ

Первые два уравнения системы перепишем в виде , и будем 

рассматривать как систему двух уравнений с двумя неизвестными 
⎩
⎨
⎧

=++
=++

.0)1(2
,0)1(2

yx
yx

λ
λ

x  и . 
Данная система является однородной системой двух линейных уравнений с 
двумя неизвестными. Она всегда допускает нулевое решение. Ненулевое 
решение такой системы существует только тогда, когда определитель системы 
равен нулю. Условие равенства нулю определителя системы дает уравнение для 
определения 

y

λ . 

Имеем 0
)1(21

1)1(2
=

+
+

λ
λ . Вычисляя определитель, получаем уравнение 

. Это уравнение имеет два корня 01)1(4 2 =−+ λ
2
1

1 −=λ  и 
2
3

2 −=λ . 
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Рассмотрим вначале 
2
1

− . Подставляя в первое уравнение системы, 1 =λ

получаем 022 =++ xx y λ , 0
2
12⎜

⎝
⎛ , 02 =⎟

⎠
⎞−++ xyx =+ yx , xy −= . 

Тогда из последнего уравнения системы следует: ; ; 
; 

0422 =−+ yx 04)( 22 =−−+ xx
42 2 =x 2,2 21 −== xx . Из условия xy −=  находим 2,2 21 =−= yy . 

Следовательно, значению 
2
1

1 −=λ  соответствуют две точки плоскости 

1( 2M ; 2)−  и 2 ( 2; 2M − ) . 

Аналогично рассмотрим 
2
3

2 −=λ . Из первого уравнения системы следует 

022 =++ xyx λ , 0
2
322 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−++ xyx , 0=+− yx , xy = . Тогда из последнего 

уравнения системы следует: ; ; ; 0422 −+ yx = 04)( 22 =−+ xx 42 2 =x
2,2 43 −== xx . Из условия xy =  находим 2,2 4 −=y3 =y . Следовательно, 

значению 
2
3

2 −=λ  соответствуют две точки плоскости 3 ( 2M ; 2)  и 

4 ( 2; 2M − − ) . 
Вычислим значения функции в этих точках. 

1( 2; 2)M − .  2)2()2(2)2();( 22 =−+−⋅+=yxf . 

2 ( 2; 2)M − . 2)2()2()2()2();( 22 =+⋅−+−=yxf . 

3 ( 2; 2)M .   6)2()2()2()2();( 22 =+⋅+=yxf . 

4 ( 2; 2)M − − . 6)2()2()2()2();( 22 =−+−⋅−+−=yxf . 

Следовательно, точки 1( 2; 2)M −  и 2 ( 2; 2M − )  являются точками 

минимума, а точки 3 ( 2; 2)M  и 4 ( 2; 2M − − )  - являются точками 
максимума. 
 
 Далее рассмотрим задачу нахождения наибольшего и наименьшего 
значений функции в замкнутой ограниченной области. Известно, что 
непрерывная функция в замкнутой ограниченной области принимает свое 
наибольшее и наименьшее значения. Если соответствующая точка лежит 
внутри области, то такая точка является точкой экстремума. Если такая точка 
лежит на границе, то она является точкой условного экстремума. Тогда можно 
предложить следующую схему. 
1.Находим критические точки, лежащие внутри области. 
2.Находим точки условного экстремума, лежащие на границе. 
3. Вычисляем значения функции в найденных точках, и определяем наибольшее 
и наименьшее значения. 
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Задача 16.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
  в области, ограниченной линиями: yxyxyxz 1010223 22 ++++= 3−=x , 3−=y , 

, . 4=x 4=y
 

 
Схематично область изображена на рисунке. 
1. Найдем точки экстремума функции. 
Из условия 0=

∂
∂
x
z , 0=

∂
∂
y
z  получаем систему уравнений. 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.01042
,01026

yx
yx ,  

⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

.1042
,1026

yx
yx

Решаем эту систему. 20
42
26
==Δ , 20

410
210

−=
−
−

=Δ x , 40
102
106

−=
−
−

=Δ y , 1−=x , 

. Найденная точка 2−=y )2,1(1 −−M  лежит внутри области, поэтому она 
находится среди точек, в которых может достигаться наибольшее или 
наименьшее значения. 
2. Далее исследуем границу области. Она состоит из четырех линий, каждую из 
которых исследуем отдельно.  
 Линия АВ. Ее уравнение 3−=x  или 03 =+x . (Заметим, что 43 ≤≤− y ). 
Составляем функцию Лагранжа.  
 =);;( λyxF yxyxyx 1010223 22 ++++ +λ( 3+x ). 

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с тремя 

неизвестными  

                                  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++

=+++

.03
,01042

,01026

x
yx
yx λ

Найдем x  и y . Из последнего уравнения системы следует . Тогда из 
второго уравнения следует 

3−=x
1−=y . Точка )1;3(2 −−M  лежит на линии АВ, поэтому 

она ходит в число тех точек, в которых может достигаться наибольшее или 
наименьшее значения. Кроме того, наибольшее или наименьшее значения 
могут достигаться на границах линии АВ. Поэтому в число возможных точек 
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мы включаем точки А(-3;-3) и )4;3(−B . Чтобы сохранить единую систему 
обозначений обозначим )3;3(3 −−M  и )4;3(4 −M . 
Аналогично исследуем участок границы ВС. Линия ВС. Ее уравнение 4=y  или 

. (Заметим, что 04 =−y ). Составляем функцию Лагранжа.  43 ≤≤− x
 =);;( λyxF y10+xy 102 2 ++xyx 23 2 + +λ( 4 ). −y

Из условия 0,0 =
∂

,0 ∂
=

∂
∂

=
∂
∂

y
F

x
F

λ
F  получаем систему трех уравнений с тремя 

неизвестными  

                                  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
+++
=++

.04
1042

,01026

y
yx
yx

λ = ,0

Найдем x  и y . Из последнего уравнения системы следует . Тогда из 
первого уравнения следует 

4=y
3−=x . Точка ( )4;3−M  лежит на линии АВ, поэтому 

она ходит в число тех точек, в которых может достигаться наибольшее или 
наименьшее значения, но она совпадает с точкой В и в число возможных точек 
включена ранее. Кроме того, наибольшее или наименьшее значения могут 
достигаться на границах линии ВС. Поэтому в число возможных точек мы 
включаем точки  и С(4;4). Точка В включена уже ранее.  Обозначим 

. 
)4;3(−B

)4;4(5M
Линия CD. Ее уравнение 4=x  или 04 =−x . (Заметим, что 43 ≤≤− y ). 
Составляем функцию Лагранжа.  
 =);;( λyxF y10+xyxyx 10223 22 +++ +λ( 4 ). −x

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с тремя 

неизвестными  

                                  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=++
+++

.04
,01042

1026

x
yx
yx λ = ,0

Найдем x  и y . Из последнего уравнения системы следует . Тогда из 

второго уравнения следует 

4=x

2
9

−=y . Точка ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
9;4M  не лежит на линии CD. 

Кроме того, наибольшее или наименьшее значения могут достигаться на 
границах линии CD. Поэтому в число возможных точек мы включаем точки  
С(4;4) и D(4;-3). Точка С включена уже ранее.  Обозначим . )3;−4(6M
Линия АD. Ее уравнение 3−=y  или 03 =+y . (Заметим, что 43 ≤≤− x ). 
Составляем функцию Лагранжа.  
 =);;( λyxF y10+xyxyx 10223 22 +++ +λ( 3). +y

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с тремя 

неизвестными  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+++

=++

.03
,01042

,01026

y
yx
yx

λ

Найдем x  и . Из последнего уравнения системы следует . Тогда из 

первого уравнения следует 

y 3−=y

3
2

−=x . Точка ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 3;

3
2

7M  лежит на линии АВ, 

поэтому она ходит в число тех точек, в которых может достигаться наибольшее 
или наименьшее значения. Кроме того, наибольшее или наименьшее значения 
могут достигаться на границах линии АD. Поэтому в число возможных точек 
мы включаем точки А и D. Отметим, что эти точки включены уже ранее. 
 Вычислим значения функции  в найденных 
точках. 

yxyxyxz 1010223 22 ++++=

 
Точка  )2,1(1 −−M ==−− 1)2;1( zz -15. 
Точка  )1;3(2 −−M ==−− 2)1;3( zz -5. 
Точка  )3;3(3 −−M ==−− 3)3;3( zz 3. 
Точка  )4;3(4 −M ==− 4)4;3( zz 45. 
Точка  192. )4;4(5M == 5)4;4( zz
Точка  52. )3;4(6 −M ==− 6)3;4( zz

Точка ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 3;

3
2

7M  73;
3
2 zz =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− = 

3
40

− . 

Следовательно, наименьшее значение функции равно (-15) и достигается в 
точке , а наибольшее равно (192) и достигается в точке . )2,1(1 −−M )4;4(5M
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  В заключении приведем образец выполнения варианта контрольной работы. 

Задача 17.. Найти ∂
∂
z
x

 и ∂
∂
z
y

, если 
5

3

xz tg
y

= . 

Решение. 

( )
5 5

5
5 53 3 32 2

3 3

1 1 1

cos cos

z x xtg x
x xx x x xy y y
y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= = = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=  

4

5 32

3

1 5

cos

x
x y
y

= ⋅  

5 5
5

5 53 32 2

3 3

1 1

cos cos

z x xtg x
x xy y y yy y
y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= = = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠3

1
y

=  

5

5 432

3

1
3cos

x
x y
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ответ: 
4

53 2

3

5 1

cos

z x
xx y
y

∂
= ⋅

∂
 

5

543 2

3

1
3 cos

z x
xy y
y

∂
= − ⋅

∂
 

 
 
Задача 18.  Применяя правило нахождения частных производных сложных 

функций, найти ∂
∂
z
x

 и ∂
∂
z
y

, если 
4

5cos uz
v

= , где ( ) 2 26 4 2, x xy yu x y v e + += + = . 

Вычислим отдельно 
u
z
∂
∂ , 

v
z
∂
∂ , 

x
u
∂
∂ , 

x
v
∂
∂ , 

y
u
∂
∂ , 

y
v
∂
∂ . 

Имеем: 
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u
z
∂
∂ =

4 4 4 4
4

5 5 5 5 5

1cos sin sin ( )u u u u u
u v v u v v v u
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

= − = − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∂
∂

 

=
4 3 3 4

5 5 5 5

4 4sin sinu u u u
v v v v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

  

v
z
∂
∂ =

4 4 4 4
4

5 5 5 5

1cos sin sinu u u u u
v v v v v v v v
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞= − = − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

5

∂
∂

 

=
4 4

4
5 6 6

5 5sin sinu uu
v v v v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4

5

u
; 

( )6 4 6u 5x y x
x x
∂ ∂

= + =
∂ ∂

; 

 
 

( )6 4 4u 3x y y
y y
∂ ∂

= + =
∂ ∂

; 

( )2 2 2 2 2 22 2 2 2 2( 2 ) (2x xy y x xy y x xy yv e e x xy y e x )y
x x x

+ + + + + +∂ ∂ ∂
= = + + =

∂ ∂ ∂
+  

( )2 2 2 2 2 22 2 2 2 2( 2 ) (x xy y x xy y x xy yv e e x xy y e x
y y y

+ + + + + +∂ ∂ ∂
= = + + =

∂ ∂ ∂
4 )y+  

Окончательный ответ: 
 

z z u z v
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

=
3 4

5
5 5

4 sin 6u u x
v v

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ 

+
4 4

6 5

5 sinu u
v v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 22 (2 )x xy ye x+ + y+ . 

z z u z v
yy u y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

3 4
3

5 5

4 sin 4u u y
v v

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ 

+
4 4

6 5

5 sinu u
v v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 22 ( 4x xy ye x+ + + )y . 
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Задача 19. Найти dz
dt

, если ( )5 3 6sinz x y= t , где 3 , tg5x arctg t y c t= = . 

Найдем вначале 
dt
dy

dt
dx

t
z

y
z

x
z ,,,,

∂
∂

∂
∂

∂
∂ . 

( ) ( ) ( )5 3 6 5 3 6 5 3 6sin cosz x y t x y t x y t
x x x
∂ ∂ ∂⎡ ⎤= =⎣ ⎦∂ ∂ ∂

=  

= ( ) ( ) (5 3 6 3 6 5 4 3 6 5 3 6cos 5 cos )x y t y t x x y t x y t
x
∂

=
∂

. 

 

( ) ( ) ( )5 3 6 5 3 6 5 3 6sin cosz x y t x y t x y t
y y y
∂ ∂ ∂⎡ ⎤= =⎣ ⎦∂ ∂ ∂

=  

= ( ) ( ) (5 3 6 5 6 3 5 2 6 5 3 6cos 3 cos )x y t x t y x y t x y t
y
∂

=
∂

. 

 

( ) ( ) ( )5 3 6 5 3 6 5 3 6sin cosz x y t x y t x y t
t t t
∂ ∂ ∂⎡ ⎤= =⎣ ⎦∂ ∂ ∂

=  

= ( ) ( ) ( )5 3 6 5 3 6 5 3 5 5 3 6cos 6 cosx y t x y t x y t x y t
t
∂

=
∂

. 

( ) 2

13 3
1 9

dx d arctg t
dt dt t

= =
+

. 

( ) 2

1tg5 5
sin 5

dy d c t
dt dt t

= = − . 

Тогда получаем  
dz z dx z dy z
dt x dt y dt t

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

= 

= ( )4 3 6 5 3 65 cosx y t x y t 2

3
1 9t+

( )5 2 6 5 3 63 cosx y t x y t− 2

5
sin 5t

+

( )5 3 5 5 3 66 cosx y t x y t+ . 

 
 
 
Задача 20.  Дана функция 2 3u x y xyz= + . 
Найти: а) градиент функции; 
б  производную функции в точке М(1; 1; 2) по направлению вектора )

{ }2; 1;2a = − . 
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Найдем г   радиент

grad(u)=

 u .

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
u

y
u

x
u ;; . Вычислим частные производные. 

( )2 3 32u x y xyz xy yz
x x
∂ ∂

= + =
∂ ∂

+ . 

( )2 3 2 23u x y xyz x y xz
y y
∂ ∂

= + =
∂ ∂

+ . 

( )2 3u x y xyz xy
z∂ ∂z
∂ ∂

= + = . 

Тогда 

{ }3 2 22 ;3 ;xy yz x y xz xy+ + . grad(u)=

{ }4;5;1 . Полагая x=1, y=1, z=2, получаем grad(u)=

 ( )
a

agradu
s
u ⋅
=

∂
∂ . Для вычисления производной используем формулу Получаем 

2 2 2

4 2 5 ( 1) 1 2 5
32 ( 1) 2

u
s
∂ ⋅ + ⋅ − + ⋅

= =
∂ + − +

. 

 

За

 
 
дача 21. Найт  плоскости и нормали уравнения касательной и к 

Уравнение касательной плоскости может быть записано в виде 
поверхности 2 2 2 25 0x y xz zy+ + − =  в точке М(3; 2; 1). 

0)()()( 000 =−
∂

+−
∂

+−
∂

zz
z

yy
y

xx
x

. Φ∂Φ∂Φ∂

Уравнение нормали, аписанное в каноническом виде, определяется соотношениям з и

z

zz

y

yy

x∂

xx

∂
Φ∂
−

=

∂
Φ∂
−

=
Φ∂
− 000 . 

: Имеем

 ( )2 2 2 225 2 13x y xz zy xy z
x x

∂Φ ∂
= + + − = + =

∂ ∂
; 

( )2 2 2 225 2 13x y xz zy x zy
y y

∂Φ ∂
= + + − = + =

∂ ∂
; 

( )2 2 2 225 2 10x y xz zy xz y
z z∂ ∂

. 
∂Φ ∂

= + + − = + =

й плоскости имеет вид Тогда уравнение касательно
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13(x-3)+13(y-2)+10(z-1)=0. 
Преобразуя это уравнение, получаем окончательный вид 

Каноническое уравнение нормали имеет вид 
13x+13y+10z-75=0. 

3 2
13 13 10

1x y z− −
= =  

−

 
2.

 

Задача 2  Вычислить приближенно с помощью дифференциала первого 

порядка 3 21,99 1,03+ . 

Рассмотрим функцию 3 2( ; )z x y x y= +
ить значение функции в точке , координаты которой соответственн

. В указанном примере требуется 
вычисл  );( 111 yxM о
равны 1 1,99x = , 1 1,03y = . 
Рассмотрим близкую точку );( 000 yxM , в которой вычисление функции не 
представ лему. качес й точки возьмем  

, то есть , 
ляет проб В тве тако

0 (2;1)M  0 2x = 0 1y = . Тогда 1,99 2 0,01xΔ = − = − 1,03 1 0,03yΔ = − =, 

Имеем y
y
zx

x
zyxzdzyxzyyxxz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

+=+≈Δ+Δ+ );();();( . Поскольку 

3 2( ; )z x y x y= + ,  то 
2

3 2

3
2

z x
x x y
∂

=
∂ +

, 
3 2

z y
y x y
∂

=
∂ +

. Тогда 

2
3 2 3 2 0 0

0 0 0 0 3 2 3 2
0 0 0 0

3( ) ( )
2

x yx x y y x y x
x y x y

+ Δ + + Δ ≈ + + Δ + Δ
+ +

y . 

 0 2x = , 0 1y = , 0,01xΔ = − , 0,03yΔ = , то Поскольку

 3 21,99 1,03+ = 3 2(2 0,01) (1 0,03)− + +  ≈
2

3 2

3 2 3 2

3 2 12 1 ( 0,01) (0,03)
2 2 1 2 1

⋅
≈ + + − +

+ +
 =

0,06 0,03 1,99
3

− +
==3+ . 

 
2x
yz e= . Задача 23. Найти d z2 , если 

Найдем полный дифференциал первого порядка. 
2 2 2

2

2

2x x x
y y y x xdz e dx e dy e dx e dy

x y y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= + = + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

2x
y
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2d z = ( ) ( ) ( )d dz dz dx dz dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

=  

=

2 2
2

2

2x x
y yx xe dx e dy dx

x y y

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ⎪ ⎪+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
+

2 2
2

2

2x x
y yx xe dx e dy

y y y
dy

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ⎪ ⎪+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
=

2 2 2 2
2 3

2 2 3

4 2 2 2x x x x
y y y yx x xe e dx e e dy dx

y y y y

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪+ + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

+ 

+

2 2 2 2
2 2 2

2 2 3 2 2

2 2 2x x x x
y y y yx x x x x xe e dx e e dy dy

y y y y y y

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− − − + + − −⎢ ⎥ ⎢⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭

2 ⎤
⎥
⎥⎦

 

Группируя слагаемые, получаем 

2d z =

2
2

2
2

4 2x
y xe dx

y y

⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2
3

2 34
x
y x xe d

y y

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

xdy + 

+

2
2 4

2
3 4

2x
y x xe d

y y

⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
y  

 
 
 
Задача 24. Исследовать на экстремум функцию 

. 2 24 2 2 4z x xy y x y= − + − + +
Вычислим частные производные. 

 8 2z x y 2
x
∂

= − + +
∂

. 

 2 2z 4x y
y
∂

= − +
∂

. 

Для определения критических точек имеем систему уравнений 

  
8 2 2 0, 8 2 2,

2 2 4 0. 2 2 4
x y x y

x y x y
− + + = − =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨− + = − = −⎩ ⎩ .
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Используя формулы Крамера, получаем 
8 2

12
2 2

−
Δ = =

−
− , 

2 2
12

4 2x

−
Δ = = −

− −
, 

8 2
36

2 4yΔ = = −
−

, 1xx Δ
= =
Δ

, 3yy
Δ

= =
Δ

. Следовательно, критической 

точкой является точка М(1;3). 
2

2 ( 8 2 2) 8zA x y
x x
∂ ∂

= = − + + = −
∂ ∂

, 
2

( 8 2 2) 2zB x y
x y y
∂ ∂

= = − + + =
∂ ∂ ∂

, 

2

2 (2 2 4) 2zC x y
y y
∂ ∂

= = − + = −
∂ ∂

. 

Тогда 2 12 0AC B− = > , следовательно, (1;3)M  является точкой 
экстремума. Поскольку 8 0A = − < , то эта точка является точкой 
максимума. 
 
 
 
Задача 25. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

 2 2 5 4z x xy y x y= + + − −
 в области, ограниченной линиями:  x=0,   y=−1,   x=6,   y=5. 
 

 
Схематично область изображена на рисунке. 
1. Найдем точки экстремума функции. 
Из условия 0=

∂
∂
x
z , 0=

∂
∂
y
z  получаем систему уравнений. 
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2 5
2 4

x y
x y

+ − =⎧
⎨ + − =⎩

0,
.

2 5
2 4

x y
x y0

,
.

, 
+ =⎧

⎨ + =⎩
 

Решаем эту систему. 
2 1

3
1 2

Δ = = , 
5 1

6
4 2xΔ = = , 

2 5
3

1 4yΔ = = , 

2x = , 1y = . Найденная точка  лежит внутри области, 
поэтому она находится среди точек, в которых может достигаться 
наибольшее или наименьшее значения. 

1(2,1)M

2. Далее исследуем границу области. Она состоит из четырех линий, 
каждую из которых исследуем отдельно.  
 Линия АВ. Ее уравнение 0x = . (Заметим, что 1 5y− ≤ ≤ ). 
Составляем функцию Лагранжа.  
 =);;( λyxF 2 2 5 4x xy y x y+ + − − +λ x . 

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с 

тремя неизвестными  

                                 

2 5
2 4 0,
0.

x y
x y
x

0,λ+ − + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ =⎩

 

Найдем x  и . Из последнего уравнения системы следует y 0x = . Тогда 
из второго уравнения следует 2y = . Точка  лежит на линии 
АВ, поэтому она ходит в число тех точек, в которых может 
достигаться наибольшее или наименьшее значения. Кроме того, 
наибольшее или наименьшее значения могут достигаться на границах 
линии АВ. Поэтому в число возможных точек мы включаем точки 
А(0;-1) и 

2 (0;2)M

(0;5)B . Чтобы сохранить единую систему обозначений 
обозначим  и . 3M (0; 1)− 4 (0M ;5)
Аналогично исследуем участок границы ВС. Линия ВС. Ее уравнение 

 или . (Заметим, что 05y = 5 0y − = 6x≤ ≤ ). Составляем функцию 
Лагранжа.  
 =);;( λyxF 2 2 5 4x xy y x y+ + − − +λ( 5y − ). 

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с 

тремя неизвестными  
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2 5 0,
2 4 0
5 0.

x y
x y
y

λ ,
+ − =⎧

⎪ + − + =⎨
⎪ − =⎩

 

Найдем x  и y . Из последнего уравнения системы следует . 
Тогда из первого уравнения следует 

5y =
0x = . Точка  лежит на 

линии АВ, поэтому она ходит в число тех точек, в которых может 
достигаться наибольшее или наименьшее значения, но она совпадает с 
точкой В и в число возможных точек включена ранее. Кроме того, 
наибольшее или наименьшее значения могут достигаться на границах 
линии ВС. Поэтому в число возможных точек мы включаем точки 

(0;5M )

(0;5)B  и С(6;5). Точка В включена уже ранее.  Обозначим . 5 (6M ;5)
Линия CD. Ее уравнение 6x =  или 6 0x − = . (Заметим, что 

). Составляем функцию Лагранжа.  1 y− ≤ ≤ 5
 =);;( λyxF 2 2 5 4x xy y x y+ + − − +λ( 6).x −  

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с 

тремя неизвестными  

                                 

2 5
2 4 0,
6 0.

x y
x y
x

0,λ+ − + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − =⎩

 

Найдем x  и . Из последнего уравнения системы следует y 6x = . Тогда 
из второго уравнения следует 1y = − . Точка ( )6; 1M −  лежит на 

границе линии CD. Обозначим 6 (6;M 1)− . 
   Кроме того, наибольшее или наименьшее значения могут 
достигаться на границах линии CD. Поэтому в число возможных точек 
мы включаем точки  С(6;5) и D(6;-1). Точки С и  D включены уже 
ранее.   
Линия АD. Ее уравнение 1y = −  или 1 0y + = . (Заметим, что 
0 6x≤ ≤ ). Составляем функцию Лагранжа.  
 =);;( λyxF 2 2 5 4x xy y x y+ + − − +λ( 1y − ). 

Из условия 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

λ
F

y
F

x
F  получаем систему трех уравнений с 

тремя неизвестными  
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2 5 0,
2 4 0
1 0.

x y
x y
y

λ ,
+ − =⎧

⎪ + − + =⎨
⎪ + =⎩

 

Найдем x  и y . Из последнего уравнения системы следует . 
Тогда из первого уравнения следует 

1y = −
3x = . Точка  лежит на 

линии АВ, поэтому она ходит в число тех точек, в которых может 
достигаться наибольшее или наименьшее значения. Кроме того, 
наибольшее или наименьшее значения могут достигаться на границах 
линии АD. Поэтому в число возможных точек мы включаем точки А и 
D. Отметим, что эти точки включены уже ранее. 

(7 3;M )1−

 Вычислим значения функции  в найденных 
точках. 

yxyxyxz 1010223 22 ++++=

 
Точка  1(2,1)M 1(2,1)z z= = -7. 

Точка  2 (0;2)M 2(0;2)z z= = -4. 

Точка  3 (0; 1)M − 3(0; 1)z z− = = 5. 

Точка  4 (0;5)M 4(0;5)z z= =5. 

Точка  5 (6;5)M 5(6;5)z z= = 41. 

Точка  6 (6; 1)M − 6(6; 1)z z− = =5. 

Точка  ( )7 3; 1M − ( ) 73; 1z z− = = 4− . 
Следовательно, наименьшее значение функции равно (-7) и 
достигается в точке , а наибольшее равно (41) и достигается в 
точке . 

1(2,1)M
6 (6; 1)M −

Задача 26. Найти условный экстремум функции , если 
. 

2 2 3z x y xy= + +
x y2 2 2+ =

 
Прежде чем составить выражение для функции Лагранжа, уравнение связи 
между переменными x  и y  перепишем в виде 2 2 2 0x y+ − = . 
Тогда выражение для функции Лагранжа имеет вид 

( )2 2 2 2( ; ; ) 3 2F x y x y xy x yλ λ= + + + + − . 
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Из условия 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

.0

,0

,0

λ
F
y
F
x
F

 получаем систему уравнений              

                                                 
2 2

2 3 2 0
3 2 2 0

2 0.

x y x
x y y

x y

λ
λ

⎧ ,
,

+ + =
⎪ + + =⎨
⎪ + − =⎩

 

Первые два уравнения системы перепишем в виде , и 

будем рассматривать как систему двух уравнений с двумя неизвестными 

2(1 ) 3 0,
3 2(1 ) 0

x y
x y

λ
λ

+ + =⎧
⎨ + + =⎩ .

x  и 
y . Данная система является однородной системой двух линейных уравнений 
с двумя неизвестными. Она всегда допускает нулевое решение. Ненулевое 
решение такой системы существует только тогда, когда определитель 
системы равен нулю. Условие равенства нулю определителя системы дает 
уравнение для определения λ . 

Имеем 
2(1 ) 3

0
3 2(1 )
λ

λ
+

=
+

. Вычисляя определитель, получаем 

уравнение 24(1 ) 9 0λ+ − = . Это уравнение имеет два корня 1
1
2

λ =  и 

2
5
2

λ = − . 

Рассмотрим вначале 1
1
2

λ = . Подставляя в первое уравнение системы, 

получаем 2 3 2 0x y xλ+ + = , 
12 3 2 0
2

x y x⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3 3 0x y+ = , xy −= . +

Тогда из последнего уравнения системы следует: ; 

; 

2 2 2 0x y+ − =
2 2( ) 2x x+ − − = 0 22 2x = ; 1 21, 1x x= = − . Из условия xy −=  находим 

. Следовательно, значению 1 21, 1y y= − = 1λ
1
2

=  соответствуют две точки 

плоскости  и 1(1; 1M − ) 2M ( 1;1)− . 
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Аналогично рассмотрим 2
5
2

λ = − . Из первого уравнения системы 

следует 2 3 2 0x y xλ+ + = , 
52 3 2 0
2

x y x⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3 3 0x y− + = , xy = . 

Тогда из последнего уравнения системы следует: 2 2 2 0x y+ − = ; 

; 2 2 2 0+ − = 22 2( )x x x = ; 3 41, 1x x= = − . Из условия xy =  находим 

. Следовательно, значению 3 1,y y= 4 1= − 2
5
2

λ = −  соответствуют две 

точки плоск 3 (1ости ;1)M  и 4 ( 1; 1)M − − . 
Вычислим значения функции в этих точках. 

1(1; 1)M − .  . 2 2( ; ) (1) 3 1 ( 1) ( 1) 1f x y = + ⋅ ⋅ − + − = −

2 ( 1;1)M − . . 2 2( ; ) ( 1) 3 ( 1) (1) (1) 1f x y = − + ⋅ − ⋅ + = −

3 (1;1)M .   . 2 2( ; ) (1) 3 (1) (1) (1) 5f x y = + ⋅ ⋅ + =

4 ( 1; 1)M − − . . 2 2( ; ) ( 1) 3 ( 1) ( 1) ( 1) 5f x y = − + ⋅ − ⋅ − + − =
Следовательно, точки 1(1; 1)M −  и 2 ( 1;1)M −  являются точками минимума, а 
точки  и  - являются точками максимума. 3 (1;1)M 4M ( 1; 1)− −
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