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1.Дифференциальные уравнения первого порядка 
 

Прежде чем перейти к решению конкретных типов задач, напомним 
некоторые общие положения, касающиеся  дифференциальных уравнений 
первого порядка. 

Дифференциальным уравнением первого порядка, разрешенным 
относительно производной, называется соотношение вида: 

( ; )dy f x y
dx

= . 

Частным решением дифференциального уравнения называется любая 
функция ( )y y x= , при подстановке которой в дифференциальное уравнение, 
оно превращается в тождество. 

Задачей Коши для дифференциального уравнения первого порядка 
называется задача отыскания решения дифференциального уравнения 

( ; )dy f x y
dx

= , 

удовлетворяющего условиям, 0y y=  при 0x x= . 
Доказано, что если в некоторой области функция ( ; )f x y  непрерывна 

вместе со своей частной производной f
y
∂
∂

, то в этой области задача Коши 

имеет решение и притом единственное. 
Общим решением дифференциального уравнения первого порядка в 

некоторой области называется совокупность функций ( ; )y x Cϕ=  (С – 
произвольная постоянная), удовлетворяющая двум условиям: 

1.При любом значении произвольной постоянной С функция  
( ; )y x Cϕ=  является частным решением дифференциального 

уравнения; 
2. Для любых начальных условий задачи Коши 0y y=  при 0x x=  
найдется такое значение произвольной постоянной 0C  такое что 

0 0 0( ; )y x Cϕ= . 
Если общее решение ( ; )y x Cϕ=  неявно определятся соотношением 

вида ( ; ; ) 0x y CΦ = , то такое соотношение называется общим интегралом 
дифференциального уравнения первого порядка. 

Теперь перейдем к конкретным типам дифференциальных уравнений 
первого порядка 

 
1.Уравнения с разделяющимися переменными. 
Определение. Уравнением с разделяющимися переменными называется 

уравнение, которое может быть записано в виде: 

( ) ( )dy f x g y
dx

= . 



Можно предложить следующую схему решения этого уравнения. 
Разделяем переменные, то есть уравнение переписываем в виде: 

( )
( )
dy f x dx

g y
= . 

Интегрируя левую и правую части этого уравнения, получаем: 

( )
( )
dy f x dxС

g y
= +∫ ∫ , 

где С – произвольная постоянная. 
Полученное соотношение является общим интегралом исходного 

дифференциального уравнения. 
Замечание. Если функция ( )g y  равна нулю в точках 1 2, ,..., nb b b , то 

функции 1y b= , 2y b= , …., ny b=  являются решениями исходного уравнения. 
При изложенном методе  такие решения могут быть потеряны, поэтому их 
рекомендуется выписать отдельно. 

 
Задача 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

(Ответ представить в виде ψ(x,y)=C). 
2 21 1 0dyx y y x

dx
+ + + = . 

Для того, что бы убедиться, что данное уравнение действительно 

является уравнением с разделяющимися переменными, выразим dy
dx

. Имеем 

2

2

1
1

ydy x
dx yx

+
= − ×

+
 

Тогда 
2

( )
1

xf x
x

= −
+

, 
21( ) yg y

y
+

= . Заметим, что ( ) 0g y ≠ . 

Разделяем переменные: 

2 21 1
ydy xdx

y x
= −

+ +
. 

Интегрируя правую и левую части, получаем 

2 21 1
ydy xdx

y x
= −

+ +∫ ∫ . 

Приведем схему вычисления интеграла: 

( )
12

2 22
2 2

1 ( 1) 1 1 ( 1)
2 21 1

ydy d y y d y
y y

−+
= = + +

+ +∫ ∫ ∫ =
( )

1 12 2
211 112 1

2

y
y

− +
+

= +
− +

. 

После вычисления интегралов имеем: 2 21 1y x C+ = − + + . 

Ответ: 2 21 1y x C+ + + = . 



 
Задача 2. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

(1 ) 0x xe y ye′+ − = . 
Уравнение запишем в виде 

1

x

x
dy e y
dx e

= ×
+

. 

Тогда ( )
1

x

x
ef x

e
=

+
, ( )g y y= . Заметим, что ( ) 0g y =  при 0y = . 

Следовательно, функция 0y =  является решением данного 
дифференциального уравнения. 

В случае 0y ≠  разделяем переменные: 

1

x

x
dy e dx
y e
=

+
. 

Интегрируя правую и левую части, получаем: 

1

x

x
dy e dx
y e
=

+∫ ∫ . 

Приведем схему вычисления интеграла: 
( 1) ln( 1)

1 1

x x
x

x x
e d e e

e e
+

= = +
+ +∫ ∫  

После вычисления интегралов имеем: ln ln 1 lnxy e C= + + . 

Потенцируя данное выражение, получаем ( 1)xy C e= + . Отметим, что 
решение 0y =  содержится в полученном выражении общего решения при 
С=0. 

Ответ: ( 1)xy C e= + . 
 
Задача 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения 

23 1
cos

dy x
dx y

+
= . 

Тогда 2( ) 3 1f x x= + , 1( )
cos

g y
y

= . Заметим, что ( ) 0g y ≠ . Разделяем 

переменные: 
2cos (3 1)ydy x dx= + . 

Интегрируя правую и левую части, получаем: 
2cos (3 1)ydy x dx C= + +∫ ∫ . 

После вычисления интегралов имеем: 3sin y x x C= + + . 
Ответ: 3sin y x x C− − = . 
 
Задача 4. Найти общий интеграл дифференциального уравнения 



2 24 3 3 2xdx ydy x ydy xy dy− = − . 
Поясним, что такая запись подразумевает под dx  дифференциал 

независимой переменной, под dy  - дифференциал неизвестной функции 
( dy = y dx′ ). 

Перенесем выражения, содержащие dy  в левую часть уравнения, 
выражения, содержащие - dx  в правую часть. После некоторых простых 
преобразований, получаем: 

2 23 ( 1) 2 ( 2)y x dy x y dx+ = + . 
Разделяем переменные: 

2 23 2
2 1

y xdy dx
y x

=
+ +

. 

Интегрируя правую и левую части, получаем: 

2 23 2
2 1

y xdy dx
y x

=
+ +∫ ∫ . 

Приведем схему вычисления интеграла 
2

2
2 2

1 ( 2) 1 ln( 2)
2 2 2 2

y d ydy y
y y

+
= = +

+ +∫ ∫ . 

После вычисления интегралов имеем  
2 21 1 13 ln( 2) 2 ln( 1) ln

2 2 2
y x C+ = + + . 

Потенцируя полученное выражение, имеем: 
2 3 2 2( 2) ( 1)y C x+ = + . 

Ответ: 2 3 2 2( 2) ( 1)y C x+ = + . 
 

2. Однородные уравнения. 
Определение. Однородным уравнением называется дифференциальное 

уравнение первого порядка, которое может быть записано в виде: 
dy yf
dx x

 =  
 

. 

Можно предложить следующий метод его решения. Неизвестную 
функцию ( )y x  будем искать в виде y xu= , где ( )u x  - неизвестная функция. 
Тогда y u xu′ ′= + . Подставляя y  и y′ в исходное уравнение, получаем: 

( )duu x f u
dx

+ = . 

Данное уравнение представим в виде 

[ ]1 ( )du f u u
dx x

= − . 

Полученное уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными для функции ( )u x . Метод его решения рассмотрен ранее. 

 



Задача 5.  Найти общий интеграл дифференциального уравнения 
2

2 4 2dy y y
dx x x

= + + . 

Данное уравнение является однородным. Будем искать неизвестную 
функцию ( )y x  в виде y xu= . Тогда y u xu′ ′= + . Подставляя y  и y′ в 
исходное уравнение, получаем: 

2 4 2duu x u u
dx

+ = + + . 

Полученное уравнение преобразуем к виду: 
21 ( 3 2)du u u

dx x
= + + . 

Разделяем переменные: 

2 3 2
du dx

u u x
=

+ +
. 

Интегрируем правую и левую части: 

2 3 2
du dx

u u x
=

+ +∫ ∫ +ln C . 

В нашем случае произвольную постоянную удобнее обозначит не С, а 
ln C , где 0С ≠ . Вычисляя интегралы в правой и левой частях уравнения, 
получаем: 

1ln ln ln
2

u x C
u
+

= +
+

. 

Потенцируя, имеем: 
1
2

u Cx
u
+

=
+

. 

Избавляясь от знака модуля, получаем 
1
2

u Cx
u
+

=
+

. 

Поскольку yu
x

= , то полученное соотношение может быть 

представлено в виде: 

2
y x Cx

y x
+

=
+

. 

Заметим, что в уравнении 21 ( 3 2)du u u
dx x

= + + , выражение 
2 3 2 0u u+ + =  при 1 1u = − , 2 2u = − . Следовательно, функции 1u = −  и 2u = −  

являются решениями дифференциального уравнения для неизвестной 
функции ( )u x , а значит, функции y x= −  и 2y x= −  являются решениями 
исходного дифференциального уравнения. 



Решение y x= −  содержится в решении 
2

y x Cx
y x
+

=
+

, если положить 

С=0. 

Ответ: 
2

y x Cx
y x
+

=
+

, 2y x= − , где С – произвольная постоянная. 

 
Задача 6. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

  
y
xdy ye

dx x
= + . 

Поскольку данное уравнение является однородным, то неизвестную 
функцию ( )y x  будем искать в виде y xu= . Тогда y u xu′ ′= + . Подставляя 
y  и y′ в исходное уравнение, получаем: 

  uduu x e u
dx

+ = + . 

Полученное уравнение преобразуем к виду 

  1 udu e
dx x

=  

Разделяем переменные 

  u dxe du
x

− =  

Интегрируем правую и левую части 

  u dxe du C
x

− = +∫ ∫ . 

Вычисляя интегралы в правой и левой частях уравнения, получаем 
  lnue x C−− = + . 

Поскольку yu
x

= , то полученное соотношение может быть представлено в 

виде  

  ln
y
xe x C

−
− = + . 

  

Ответ: ln 0
y
xe x C

−
+ + = , где С – произвольная постоянная. 

 Задача 7.  Найти общий интеграл дифференциального уравнения 

  
2 2

2

3
3 2

x xy yy
x xy
+ −′ =

−
. 

Данное уравнение является однородным.  Будем искать неизвестную 
функцию  ( )y x   в виде  ( ) ( )y x xu x= . Тогда y u xu′ ′= + . Подставляя y  и y′  
в исходное уравнение, получаем: 

  
21 3

3 2
u uxu u

u
+ −′ + =
−

. 



Данное уравнение преобразуем к виду 
 

  
21

3 2
uxu

u
+′ =
−

. 

Поскольку правая часть не равна нулю ни при каких значениях y , то, 
разделяя переменные, получаем 

2

3 2
1

u dxdu
u x

−
=

+
. 

Интегрируя, имеем 

   2

3 2
1

u dxdu
u x

−
=

+∫ ∫ +С. 

 
 
Приведем схему вычисления  интеграла 

2

2 2 2 2

(3 2 ) 3 2 ( 1)3
1 1 1 1
u udu d udu arctgu

u u u u
− +

= − = − =
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

23 ln( 1)arctgu u= − + . 
После вычисления интегралов получаем  
 

23 ln( 1) lnarctgu u x C− + = + . 

Поскольку yu
x

= , то выражение записываем в виде 

2

23 ln 1 lny yarctg x C
x x

 
− + = + 

 
. 

 Ответ: 
2

23 ln 1 lny yarctg x C
x x

 
− + − = 

 
. 

 3. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 
 Определение. Линейным дифференциальным уравнением первого 
порядка называется уравнение, которое может быть записано в виде 

  ( ) ( )dy P x y Q x
dx

+ = , 

где Р(х) и Q(х) – известные функции. 
 Можно предложить следующий метод решения этого уравнения. 
Неизвестную функцию y(x) будем искать в виде y uv= , где 

( )u x неизвестная функция, а ( )v x  - некоторая функция, выбранная 
специальным образом. (Способ выбора ( )v x  будет описан позже). 
Производная y′  равна: y′=u v uv′ ′+ . Подставляя y  и y′  в исходное 
уравнение, получаем 
                             u v uv′ ′+ + ( ) ( )P x uv Q x= . 
Полученное уравнение преобразуем к виду 



  [ ( ) ] ( )u v P x v u v Q x′ ′+ + = . 
Подберем функцию ( )v x  так, чтобы было выполнено: ( ) 0v P x v′ + = . 
(Это уравнение для определения функции ( )v x  является уравнением с 
разделяющимися переменными и нас интересует не его общее решение, а 
какое либо частное решение не тождественно равное нулю). Тогда для 
определения ( )u x  имеем уравнение ( )u v Q x′ = . Из этого уравнения при 
известной функции ( )v x находим ( )u x : 

   ( )u x = ( )
( )

Q x dx C
v x

+∫ , 

где С – произвольная постоянная. 

 Тогда общее решение ( )y x  имеет вид: ( ) ( )
( )

Q xy uv dx C v x
v x

 
= = + 

 
∫   

 Задача 8. Найти решение задачи Коши: 

 21
2

y y x
x

′ + = , (1) 1y = . 

Вначале найдем общее решение этого уравнения. Будем искать y  в виде 
y uv= . Тогда y′=u v uv′ ′+ . Подставляя y  и y′  в исходное уравнение, 

получаем: u v uv′ ′+ + 21
2

uv x
x

= ; 21
2

u v v u v x
x

 ′ ′+ + =  
. 

Выберем функцию ( )v x  из условия 1 0
2

v v
x

′ + = . Уравнение для функции 

( )v x  является уравнением с разделяющимися переменными. Найдем его 

решение: 1 0
2

v v
x

′ + = , 
2

dv dx
v x
= − ; 

2
dv dx
v x
= −∫ ∫ ; 1ln ln

2
v x= − ; 1v

x
= . 

 Найдем функцию ( )u x : 21u x
x

′ = ; 2u x x′ = ; 2u x xdx= ∫ ; 

32
7

u x x C= + .  

 Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид  

  32
7

Cy uv x
x

= = + . 

 Произвольную постоянную С определим из условия (1) 1y = : 
21
7

C= + ; 5
7

C = . 

 Ответ: 32 5
7 7

y x
x

= + . 

 Задача 9.  Найти общее решение дифференциального уравнения 

   
434 2 xdy x y xe

dx
− = . 



 Данное дифференциальное уравнение является линейным 
дифференциальным уравнением первого порядка. Будем искать y  в виде 
y uv= . Тогда y′=u v uv′ ′+ . Подставляя y  и y′  в исходное уравнение, 
получаем: u v uv′ ′+

434 2 xx uv xe− = ; 
434 2 xu v x v u v xe′ ′ − + =  . 

Выберем функцию ( )v x  из условия 34 0dv x v
dx

− = . Уравнение для функции 

( )v x  является уравнением с разделяющимися переменными. Найдем его 

решение: 34 0dv x v
dx

− = , 34dv x dx
v
= ; 34dv x dx

v
=∫ ∫ ; 4ln v x= ; 

4xv e= . 

 Найдем функцию ( )u x : 
4 4

2x xu e xe′ = ; 2u x′ = ; 2u xdx= ∫ ; 2u x C= + .  
 Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид  
  

42( ) xy uv x C e= = + . 
 Ответ: 

42( ) xy x C e= +  
Задача 10.  Найти решение задачи Коши 

   
2

2 2

2 2
1 1

dy x xy
dx x x

+ =
+ +

, 2(0)
3

y = . 

 Данное дифференциальное уравнение является линейным 
дифференциальным уравнением первого порядка. Будем искать y  в виде  
y uv= . Тогда y u v uv′ ′ ′= + . Подставляя y  и y′  в исходное уравнение, 
получаем:  

2

2 2

2 2
1 1

du dv x xv u uv
dx dx x x

+ + =
+ +

; 
2

2 2

2 2
1 1

dv x du xu v v
dx x dx x
 + + = + + 

. 

Выберем функцию ( )v x  из условия 2

2 0
1

dv x v
dx x

+ =
+

. Уравнение для 

функции ( )v x  является уравнением с разделяющимися переменными. 

Найдем его решение: 2

2 0
1

dv x v
dx x

+ =
+

, 2

2
1

dv x dx
v x
= −

+
; 2

2
1

dv x dx
v x
= −

+∫ ∫ ; 

2

2

( 1)
1

dv d x
v x

+
= −

+∫ ∫ ; 2ln ln(1 )v x= − + , 2

1
1

v
x

=
+

. 

 Найдем функцию ( )u x :  

  
2

2 2

1 2
1 1

du x
dx x x

=
+ +

; 22du x
dx

= ; 2 322
3

u x dx x C= = +∫ .  

 Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид  

  3
2

2 1
3 1

y uv x C
x

 = = +  + 
. 

Определим произвольную постоянную С. 

Так как 2(0)
3

y = , то имеем 3
2

2 2 10
3 3 1 0

C = +  + 
, 2

3
C =  



 Ответ: 
3

2

2 1
3 1

xy
x
+

=
+

 

 
 
 4. Уравнение Бернулли. 
 Определение. Уравнением Бернулли называется дифференциальное 
уравнение первого порядка, которое может быть записано в виде 

 ( ) ( ) ndy P x y Q x y
dx

+ = . 

Можно предложить следующий метод решения этого уравнения. 
Неизвестную функцию y(x) будем искать в виде y uv= , где ( )u x - 
неизвестная функция, а ( )v x  - некоторая функция, выбранная 
специальным образом. (Способ выбора ( )v x  будет описан позже). 
Производная y′  равна: y′=u v uv′ ′+ . Подставляя y  и y′  в исходное 
уравнение, получаем 
                             u v uv′ ′+ + ( ) ( ) n nP x uv Q x u v= . 
Полученное уравнение преобразуем к виду 
  [ ( ) ] ( ) n nu v P x v u v Q x u v′ ′+ + = . 
Подберем функцию ( )v x  из условия: ( ) 0v P x v′ + = . 
(Это уравнение для определения функции ( )v x  является уравнением с 
разделяющимися переменными и нас интересует не его общее решение, а 
какое либо частное решение не тождественно равное нулю). 

Тогда для определения ( )u x  имеем уравнение  
( ) n nu v Q x u v′ = . 

Это уравнение является дифференциальным уравнением первого порядка с 
разделяющимися переменными и способ его решения изложен ранее. 

 Задача 11.  Найти решение задачи Коши: 
  22( )xy y xy′ + = , (1) 2y = . 
 Вначале найдем общее решение этого уравнения. Будем искать y  в 
виде y uv= . Тогда, подставляя y  и y′ в исходное уравнение, получим: 

2 22 ( ) 2u xv v xvu xu v′ ′+ + = . Функцию ( )v x  определяем из условия: 

0dvx v
dx

+ = ; dv dx
v x
= − ; dv dx

v x
= −∫ ∫ ; ln lnv x= − ; 1v

x
= . Определим ( )u x : 

2 22xu xu v′ = ; 2 2
du dx
u x

= ; 2 2
du dx
u x

=∫ ∫ +С; 1 1 ln
2

x C
u

− = + ; 1
1 ln
2

u
x C

= −
+

. 



Следовательно, общее решение имеет вид 1 1
1 ln
2

y
x x C

= − ⋅
+

. Из условия 

(1) 2y =  определяем произвольную постоянную С: 12
С

= − ; 1
2

С = − . 

 Ответ: 2
(ln 1)

y
x x

= −
−

. 

 
Задача 12.  Найти решение задачи Коши: 

  2 33 4 xdy y e y
dx

−+ = , (0) 1y = . 

 Данное уравнение является уравнением Бернулли. Будем искать y  в 
виде y uv= . Тогда, подставляя y  и y′ в исходное уравнение, получим: 

2 3 3( 3 ) 4 xu v v vu e u v−′ ′+ + = . Функцию ( )v x  определяем из условия: 

3 0dv v
dx

+ = ; 3dv dx
v
= − ; 3dv dx

v
= −∫ ∫ ; ln 3v x= − ; 3xv e−= . Определим ( )u x : 

3 2 3 94x x xe u e u e− − −′ = ; 8
3 4 xdu e dx

u
−= ; 8

3 4 xdu e dx
u

−=∫ ∫ +С; 8
2

1 1
2 2

xe C
u

−− = − + ; 

8

1
2x

u
e C−

=
−

.( Знак плюс при извлечении квадратного корня выбран 

исходя из начальных условий). Следовательно, общее решение имеет вид 
3

8 2

x

x

ey
e C

−

−
=

−
. Из условия (0) 1y =  определяем произвольную 

постоянную С: 11
1 2C

=
−

; 0.С =  

 Ответ: xy e= . 
Задача 13.  Найти решение задачи Коши: 

  3 2 4 34 4 (1 )xy x y y e x′ + = − ,  (0) 1y = − . 
 Вначале найдем общее решение этого уравнения. Будем искать y  в 
виде  y uv= . Тогда y u v uv′ ′ ′= + . Подставляя y  и y′  в исходное 
уравнение, получаем:  

3 2 2 4 34 4 (1 )xdu dvv u x uv u v e x
dx dx

+ + = − ; 3 2 2 4 34 4 (1 )xdv duu x v v u v e x
dx dx
 + + = −  

. 

 Функцию ( )v x  определяем из условия: 34 0dv x v
dx

+ = , 34dv x dx
v
= − ; 

34dv x dx
v
= −∫ ∫ ; 4ln v x= − ; 

4xv e−= . Определим ( )u x :  

 2 2 4 34 (1 )xdu v u v e x
dx

= − ;  2 4 34 (1 )xdu u ve x
dx

= − ; 
44 3

2 4 (1 )x xdu e x dx
u

−= − .   



Интегрируем правую и левую части полученного соотношения 
44 3

2 4 (1 )x xdu e x dx
u

−= −∫ ∫ . 

Приведем схему вычисления полученных интегралов. 
1

2
2

1
1

du uu du
u u

−
−= = = −

−∫ ∫ . 

Для вычисления 
44 34 (1 )x xe x dx− −∫  сделаем замену переменных 44x x t− = , 

34(1 )dt x dx= − , 34(1 )
dtdx

x
=

−
. Тогда получаем 

4 44 3 3 4
34 (1 ) 4 (1 )

4(1 )
x x t t t x xdte x dx e x e dt e e

x
− −− = − = = =

−∫ ∫ ∫  

Подставляя полученные интегралы в исходное выражение, получаем 
1
u

− =
44x xe C− + , 44

1
x x

u
e C−

= −
+

. Следовательно , общее решение имеет вид 
4

44

x

x x

ey uv
e C

−

−
= = −

+
. Используя начальные условия задачи Коши, 

определим С. 

 Так как (0) 1y = − , то 11
1 C

− = −
+

, С=0. 

Тогда имеем 4xy e−= − . 
 Ответ: 4xy e−= − . 
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2. Уравнения высших порядков 
Далее перейдем к уравнениям более высокого порядка. 
 Дифференциальным уравнением порядка n , разрешенным 
относительно старшей производной, называется 
дифференциальное уравнение вида 
  ( ) ( 1)( ; ; ; ;... )n ny f x y y y y −′ ′′= . 
Частным решением дифференциального уравнения называется 

любая функция ( )y y x= , при подстановке которой в 
дифференциальное уравнение, оно превращается в тождество. 

Задачей Коши для дифференциального уравнения порядка n  
называется задача отыскания  решения дифференциального 
уравнения  

( ) ( 1)( ; ; ; ;... )n ny f x y y y y −′ ′′= , 
удовлетворяющего условиям 

0 0( )y x y= , 0 0( )y x y′ ′= , 0 0( )y x y′′ ′′= ,…, ( 1) ( 1)
0 0( )n ny x y− −=  

при 0x x= . 
Доказано, что при определенных условиях задача Коши имеет 

решение и при том единственное. 
Общим решением дифференциального уравнения 

( ) ( 1)( ; ; ; ;... )n ny f x y y y y −′ ′′=  называется совокупность функций 

1 2( ; ; ;... )ny x C C Cϕ= , где 1 2, ,..., nC C C  - произвольные постоянные, 
удовлетворяющая условиям: 

1. При любом наборе произвольных постоянных 1 2, ,..., nC C C  
функция 1 2( ; ; ;... )ny x C C Cϕ=  является частным решением 
дифференциального уравнения; 

2. Для любых начальных условий задачи Коши 0 0( )y x y= , 

0 0( )y x y′ ′= , 0 0( )y x y′′ ′′= ,…, ( 1) ( 1)
0 0( )n ny x y− −=  при 

0x x= существует такой набор значений произвольных постоянных 
0 0 0
1 2, ,..., nC C C , что выполнены условия 

0 0 0
0 1 2 0( ; ; ;... )nx C C C yϕ = , 0 0 0

0 1 2 0( ; ; ;... )nx C C C yϕ′ ′= ,……., 
( 1) 0 0 0 ( 1)

0 1 2 0( ; ; ;... )n n
nx C C C yϕ − −=  

 
 5.Уравнения, допускающие понижение порядка. 
 Пусть дано уравнение порядка n вида 
   ( ) 0,,..., )()1()( =− xyyyF knn , 
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то есть в данное уравнение явно не входят неизвестная функция и 
производные этой функции до порядка k-1 включительно. Введем 
новую неизвестную функцию )()( )( xyxz k= . Производные функции 

)(xy  выразятся через производные функции )(xz  следующим 
образом: zy k ′=+ )1( ,…, )()( knn zy −= . Подставляя в исходное 
уравнение, получаем ( ) 0,,,..., )1()( =′−−− xzzzzF knkn . Полученное 
уравнение для функции )(xz  является уравнением более низкого 
порядка. Если функция )(xz  определена, то функция )(xy  
определяется интегрированием соотношения )()( xy k = )(xz . 
 Задача 14.  При x>0 найти общее решение 
дифференциального уравнения  
   yyx ′′=′′′2 . 
 Это уравнение явно не содержит y и y′ . Обозначим zy =′′ . 
Тогда: zy =′′ , zy ′=′′′ . Подставляя в исходное уравнение, получаем  
   zzx =′2 . 
Уравнение для определения функции )(xz  является уравнением с 

разделяющимися переменными. Найдем его решение: z
dx
dzx =2 ; 

x
dx

z
dz

2
= ; ∫∫ =

x
dx

z
dz

2
; Cxz lnln

2
1ln += ; xCz lnln = ; xCz = ; 

xCz = . 
 Так как zy =′′ , то ∫ +=′ 1Czdxy = 11 3

2 CxCxCdxxC +=+∫ . Тогда 

21
2

21 15
4

3
2 CxCxCxCdxCxCxy ++=+






 += ∫ . 

 Обозначим CC
15
4

3 = . 

 Ответ: 21
2

3 CxCxxCy ++= , где 213 ,, CCC  - произвольные 
постоянные. 
 Задача 15.  Найти общее решение дифференциального 
уравнения  
   2 3(1 ) 2x y xy x′′ ′+ + = . 
 Данное уравнение не содержит явно неизвестную функцию y . 
Введем новую неизвестную функцию z y′= . Тогда y z′′ ′=  и 
уравнение преобразуется к виду  
   2 3(1 ) 2x z xz x′+ + = . 
Полученное уравнение является  линейным дифференциальным 
уравнением первого порядка. Будем искать z  в виде  z uv= . 
Тогда y u v uv′ ′ ′= + . Подставляя y  и y′  в исходное уравнение, 
получаем:  
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( )2 31 2du dvx v u xuv x
dx dx

 + + + = 
 

; 

2 2 3(1 ) 2 (1 )dv duu x xv x v x
dx dx

 + + + + = 
 

. 

Выберем функцию ( )v x  из условия 2(1 ) 2 0dvx xv
dx

+ + = . 

Уравнение для функции ( )v x  является уравнением с 
разделяющимися переменными. Найдем его решение: 

2(1 ) 2 0dvx xv
dx

+ + = , 2

2
1

dv x dx
v x
= −

+
; 2

2
1

dv x dx
v x
= −

+∫ ∫ ; 

2

2

( 1)
1

dv d x
v x

+
= −

+∫ ∫ ; 2ln ln(1 )v x= − + , 2

1
1

v
x

=
+

. 

 Найдем функцию ( )u x :  

  2 3
2

1(1 )
1

dux x
dx x

+ =
+

; 3du x
dx

= ; 3 4
1

1
4

u x dx x C= = +∫ .  

 Тогда  

  4
1 2

1 1
4 1

z uv x C
x

 = = +  + 
=

4
1

2 2

1
4 ( 1) 1

Cx
x x

+
+ +

. 

Определим y . 

y zdx= =∫
4

1
2 2

1
4 ( 1) 1

Cx dx dx
x x

+
+ +∫ ∫ = 

= 2 1
2 2

1 11
4 ( 1) 1

Cx dx dx
x x

  
− + +  + +  

∫ ∫ = 

3
1 2

1 1 1
12 4 4

x x arctgx C arctgx C− + + + . 

Так как 1
1
4

C +  является так же произвольной постоянной, то 

окончательный ответ может быть записан в виде 
3

1 2
1 1

12 4
y x x C arctgx C= − + + . 

Ответ: 3
1 2

1 1
12 4

y x x C arctgx C= − + + . 
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 Второй тип уравнений, допускающих понижение порядка, - 
это уравнения, которые явно не содержат независимую 
переменную x . (Мы будем рассматривать только уравнения 
второго порядка, однако предложенный метод применим и для 
уравнений более высокого порядка.) Пусть дано уравнение вида 
   0),,( =′′′ yyyF . 
 Будем искать производную y′как функцию y  в виде )(ypy =′ , 
где )(yp  - неизвестная функция. Тогда 

 y ′′ = )(yp
dx
d =

dx
dy

dy
dp = pp′ . 

 Подставляя y ′′  и y′ в исходное уравнение, получаем  
  0);;( =′ ypppF . 
Полученное уравнение является уравнением первого порядка для 
функции )(yp . Если нам удастся найти функцию )(yp , то для 
определении y  имеем уравнение )(ypy =′ , которое является 
уравнением с разделяющимися пере6менными. 
 Замечание. При изложенном методе могут быть потерянны 
решения 0)( =yp , то есть consty = . Поэтому такие решения 
рекомендуется выписывать отдельно. 
 Задача 16.  Найти решение задачи Коши: 
   3128yy =′′ , 1)0( =y , 8)0( =′y . 
 Будем искать y′  в виде )(ypy =′ . Тогда ppy ′=′′ . Подставляя y ′′  
и y′  в исходное уравнение, получаем  
   3128ypp =′ . Полученное для )(yp  уравнение 
является уравнением с разделяющимися переменными. Найдем 
его решение: 3128y

dy
dpp = , dyypdp 3128=  , ∫ ∫= dyypdp 3128 , 

Cyp
+= 4

2

32
2

. Определим произвольную постоянную С. Так как 

при 0=x  имеем 1)0( =y , а 8)0( =′y , то 8=p  при 1=y . Тогда 

32=32+С, С=0. Следовательно, 4
2

32
2

yp
= или . Знак плюс при 

извлечении корня выбран потому, что 8)0( =′y   -  положительное 
число. Неизвестную функцию )(xy  определяем из уравнения 

28yy =′ . Найдем его решение: 28y
dx
dy

= , dx
y
dy 82 = , ∫∫ = dx

y
dy 82 , 

Cx
y

+=− 81 , 
Cx

y
+

−=
8

1 . Так как 1)0( =y , то 
C
11 −= , 1−=C . 

Следовательно, 
18

1
−

−=
x

y . 
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 Ответ: 
18

1
−

−=
x

y . 

Задача 17.  Найти решение задачи Коши: 

   26y y′′ = , 
1(2)
4

y = , 
1(2)
4

y′ = − . 

 Будем искать y′  в виде ( )y p y′ = . Тогда y p p′′ ′= . 
Подставляя y′′  и y′  в исходное уравнение, получаем  
   26p p y′ = .  
Полученное для ( )p y  уравнение является уравнением с 
разделяющимися переменными. Найдем его решение:  

26dpp y
dy

= , 26pdp y dy=  , 26pdp y dy=∫ ∫ , 
2

32
2
p y C= + . 

Определим произвольную постоянную С. Так как при 2x =  

имеем 
1(2)
4

y = , а 
1(2)
4

y′ = , то 
1
4

p =  при 
1
4

y = . Тогда 

1
32

=
1
32

+С, С=0. Следовательно, 
2

32
2
p y= или . Знак плюс при 

извлечении корня выберем потому, что 
1(2)
4

y′ =   -  

положительное число. Неизвестную функцию ( )y x  определяем 

из уравнения 32y y′ = . Найдем его решение: 
3
22dy y

dx
= , 

3
2

2dy dx
y

= , 3
2

2dy dx
y

=∫ ∫ , 
2 2x C
y

− = + , 2

4
(2 )

y
x C

=
+

. Так 

как 
1(2)
4

y = , то 2

1 4
4 (4 )C
=

+
, 0C = . Следовательно, 2

1y
x

= . 

 Ответ: 2

1y
x

= . 

 
 Задача 18.  Решить задачу Коши 

 318sin cosy y y′′ = , (1)
2

y π
= , (1) 3y′ = . 

 Будем искать y′  в виде ( )y p y′ = . Тогда y p p′′ ′= . 
Подставляя y′′  и y′  в исходное уравнение, получаем  
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   318sin cosdpp y y
dy

= . 

 Полученное для ( )p y  уравнение является уравнением с 
разделяющимися переменными. Найдем его решение: 

318sin cosdpp y y
dy

= , 318sin cospdp y ydy=  , 

318sin cospdp y ydy=∫ ∫ , 318sin sinpdp yd y=∫ ∫ , 
2

49 sin
2 2
p y C= + . Определим произвольную постоянную С. Так 

как при 1x =  имеем (1)
2

y π
= , а (1) 3y′ = , то 3p =  при 

2
y π
= . 

Тогда 
9 9
2 2

C= + , С=0. Следовательно, 
2 49sin

2 2
p y

= или 

23sinp y= ± . Знак плюс при извлечении корня выберем плюс 
потому, что (1) 3y′ =   -  положительное число. Тогда 

23sinp y= . Неизвестную функцию ( )y x  определяем из 

уравнения 23sindy y
dx

= . Найдем его решение: 23sindy y
dx

= , 

2 3
sin

dy dx
y
= , 2 3

sin
dy dx

y
=∫ ∫ ,  3ctgy x C− = + . Так как 

(1)
2

y π
= , то 0 3 C= + , 3C = − .  

Следовательно, 3(1 )y arcctg x= − . 
 Ответ: 3(1 )y arcctg x= − . 
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3.Линейные дифференциальные уравнения высших 
порядков. 

6. Решение линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами с правой частью специального вида. 
 Однородным линейным дифференциальным уравнением с 
постоянными коэффициентами  порядка n будем называть 
уравнение вида:  
 0...... 1

)1(
1

)( =+′+++ −
− yayayay nn

nn , 
где nn aaa ,,......, 11 −  - действительные числа. 
 Характеристическим уравнением соответствующим данному 
дифференциальному уравнению называется алгебраическое 
уравнение вида 
 0..... 1

1
1 =++++ −

−
nn

тт aaa λλλ . 
 Общее решение данного дифференциального уравнения 
находится следующим методом. Пусть 1k=λ  является 
действительным корнем этого уравнения кратности s. Тогда ему 
соответствуют s линейно независимых решений дифференциального 
уравнения: xkey 1

1 = , xkxey 1
2 = ,…., xks

s exy 11−= . 
Пусть комплексно сопряженные числа α±βi являются корнями 
характеристического уравнения кратности s. Тогда им 
соответствуют 2s линейно независимых решений: 
 xeu x βα cos1 = , xxeu x βα cos2 = ,….., xexu xs

s βα cos1−= ; 
 xev x βα sin1 = , xxev x βα sin2 = ,….., xexv xs

s βα sin1−=  
 Можно показать, что таким образом найдется ровно n линейно 
независимых решений исходного дифференциального уравнения 

nyyy ,...,, 21 . Тогда общее решение линейного однородного 
дифференциального уравнения 0y  запишется в виде  
 nn yCyCyCy +++= ....22110  
где nCCC ,...,, 21  - произвольные постоянные. 
 Неоднородным линейным дифференциальным уравнением с 
постоянными коэффициентами  порядка n будем называть 
уравнение вида:  
 )(...... 1

)1(
1

)( xfyayayay nn
nn =+′+++ −
− ,  

где )(xf , заданная функция. Если функция )(xy∗  является частным 
решением неоднородного уравнения, то его общее решение 
записывается в виде 0yyy += ∗ , где 0y  - общее решение 
соответствующего однородного уравнения. 
 При отыскании частного решения неоднородного 
дифференциального уравнения полезно иметь ввиду следующее: 
если )(1 xy ∗  является частным решением неоднородного уравнения с 
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правой частью )(1 xf , а )(2 xy ∗  является частным решением 
неоднородного уравнения с правой частью )(2 xf , то ∗∗∗ += 21 yyy  
является частным решением неоднородного уравнения с правой 
частью )()( 21 xfxf + . 
 Если известно общее решение однородного уравнения, то 
методом вариации произвольных постоянных можно отыскать 
частное решение неоднородного уравнения. Однако в общем случае 
применение этого метода вызывает технические трудности. Для 
правых частей некоторого специального типа частное решение 
может быть найдено более простым путем. Рассмотрим два таких 
типа правых частей. 
1.Пусть x

n exPxf α)()( = , где )(xPn  - многочлен степени n. Тогда 
частное решение )(xy∗  может быть найдено в виде x

n
s exQxxy α)()( =∗ , 

где )(xQn  - многочлен степени n, s – кратность корня αλ =  в 
характеристическом уравнении. (Если αλ =  не является корнем 
характеристического уравнения, то полагаем s=0.) 
2. Пусть xexQxexPxf x

m
x

m ββ αα cos)(sin)()(
21

+= , где )(),(
21

xQxP mm - 
многочлены степени 21 ,mm соответственно. Тогда частное решение 
может быть найдено в виде  

[ ]xexRxexTxxy x
n

x
n

s ββ αα cos)(sin)()( +=∗ , где )(),( xRxT nn - 
многочлены степени n,  n -  наибольшее из 1m  и 2m , s – кратность 
корня α+βi в характеристическом уравнении. 

Задача 18. Найти общее решение дифференциального 
уравнения 
 xexyyy )21(23 −=′+′′−′′′ . 
Вначале найдем общее решение соответствующего однородного 
уравнения )(0 xy . Составляем характеристическое уравнение 

023 23 =+− λλλ . Найдем его корни: 023 23 =+− λλλ ;  
0)2)(1( =−− λλλ ; 2,1,0 321 === λλλ . 

Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 
xx eCeCCxy 2

3210 )( ++= . 
 Исходное уравнение имеет правую часть первого типа: 1=α , 

xxPn 21)( −= , n=1. Число α=1 один раз встречается среди корней 
характеристического уравнения, значит кратность s=1. Будем искать 

)(xy∗  в виде )(xy∗ = xexxQ )(1 , где )(1 xQ  - многочлен первой степени. 
Тогда )(xy∗ = xeBAxx )( + . Коэффициенты А и В определим из условия, 
чтобы частное решение удовлетворяло исходному уравнению. 

Найдем 3

3

2

2

,,
dx

yd
dx

yd
dx
dy ∗∗∗

: xx eBxAxeBAx
dx
dy )()2( 2 +++=

∗

; 
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xxx eBxAxeBAxAe
dx

yd )()2(22 2
2

2

++++=
∗

; 

xxx eBxAxeBAxAe
dx

yd )()2(36 2
3

3

++++=
∗

. 

Подставляя 3

3

2

2

,,
dx

yd
dx

yd
dx
dy ∗∗∗

 в исходное уравнение, получаем:  

[ ] [ ]
[ ] .)21()()2(2

)()2(223)()2(36
2

22

xx

xx

exeBxAxBAx
eBxAxBAxAeBxAxBAxA

−=++++

+++++−++++  

Сокращаем правую и левую части на xe и  приводим подобные в 
левой части: 122 +−=+− xBAx . 
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в 
правой и левой частях, получаем: 1,22 =−=− BA . Следовательно А=1, 
В=1. Тогда частное решение запишется в виде )(xy∗ = xexx )1( + . 
 Следовательно, общее решение исходного уравнения равно: 

=+= ∗
0yyy xexx )1( + + xx eCeCC 2

321 ++ . 
Задача 19.  Найти общее решение дифференциального 

уравнения 
            26 8 8 12 10y y y x x′′ ′− + = − + . 

 Вначале найдем общее решение соответствующего 
однородного уравнения  0 ( )y x . Составляем характеристическое 

уравнение 2 6 8 0λ λ− + = . Найдем его корни: 2 6 8 0λ λ− + = ;  
( 2)( 4) 0λ λ− − = ; 1 22; 4λ λ= = . 
Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

2 4
0 1 2( ) x xy x C e C e= + . 

 Исходное уравнение имеет правую часть первого типа: 0α = , 
2( ) 8 12 10nP x x x= − + , 2n = . Число 0α =  не встречается среди 

корней характеристического уравнения, значит кратность s=0. Будем 
искать ( )y x∗  в виде ( )y x∗ = 2 ( )Q x , где 2 ( )Q x  - многочлен второй 

степени. Тогда ( )y x∗ = 2Ax Bx C+ + . Коэффициенты А , В и С 
определим из условия, чтобы частное решение удовлетворяло 

исходному уравнению. Найдем 
2

2,dy d y
dx dx

∗ ∗

: 2dy Ax B
dx

∗

= + ; 

2

2 2d y A
dx

∗

= . 

 

Подставляя 
2

2,dy d y
dx dx

∗ ∗

 в исходное уравнение, получаем:  
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2 22 6(2 ) 8( ) 8 12 10.A Ax B Ax Bx C x x − + + + + = − +   
Приводим подобные в левой части уравнения: 
 2 28 (8 12 ) (8 6 2 ) 8 12 10.Ax B A x C B A x x+ − + − + = − + . 
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в 
правой и левой частях, получаем: 
 8 8;A =  
8 12 12;B A− = −  
8 6 2 10.C B A− + =  
 
 Следовательно А=1, В=0, С=1. Тогда частное решение запишется в 
виде ( )y x∗ = 2 1x + . 
 Следовательно, общее решение исходного уравнения равно: 

0y y y∗= + = 2 1x + + 2 4
1 2

x xC e C e+ . 
  

Задача 20.  Найти общее решение дифференциального 
уравнения 
 xxyy cos2 +=′−′′′  
Вначале найдем общее решение соответствующего однородного 
уравнения. Составляем характеристическое уравнение: 03 =− λλ . 
Найдем его корни: 03 =− λλ ;  0)1)(1( =+− λλλ ; 

1,1,0 321 −=== λλλ . 
Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

xx eCeCCxy −++= 3210 )( . 
 Найдем частное решение. Правую часть представим как сумму 
двух функций )(1 xf  и )(2 xf , где )(1 xf =2x, )(2 xf =cosx. 
 Рассмотрим уравнение  
  xyy 2=′−′′′ . 
Функция )(1 xf =2x соответствует правой части первого типа: 0=α , 

xxPn 2)( = , n=1. Число α=0 один раз встречается среди корней 
характеристического уравнения, значит кратность s=1. Будем искать 

)(xy∗  в виде )(1 xy ∗ = )(1 xxQ , где )(1 xQ  - многочлен первой степени. 
Тогда )(1 xy ∗ = )( BAxx + . Коэффициенты А и В определим из условия, 
чтобы частное решение удовлетворяло исходному уравнению. 

Найдем 3
1

3

2
1

2
1 ,,

dx
yd

dx
yd

dx
dy ∗∗∗

:   

)2(1 BAx
dx

dy
+=

∗

; 

A
dx

yd 22
1

2

=
∗

; 
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03
1

3

=
∗

dx
yd . 

Подставляя 3
1

3

2
1

2
1 ,,

dx
yd

dx
yd

dx
dy ∗∗∗

 в исходное уравнение, получаем:  

xBAx 22 =−−  
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в 
правой и левой частях, получаем: 0,22 ==− BA . Следовательно 
А=−1, В=0. Тогда частное решение запишется в виде )(1 xy ∗ = 2x− . 
 Рассмотрим уравнение  
   xyy cos=′−′′′ . 
 Функция xxf cos)(2 =  является правой частью второго типа. 
Имеем 1)(,0)(

21
== xQxP mm , 0,0 21 == mm , α=0, β=1. Число i=λ  не 

является корнем характеристического уравнения, значит 0=s . 
Частное решение )(2 xy ∗  ищем в виде )(2 xy ∗ = xxQsixxT sin)()( 00 +  
, где )(),( 00 xQxT  - многочлены нулевой степени, поскольку 
наибольшее из чисел 1m  и 2m  равно нулю. Тогда 

)(2 xy ∗ = xBxA cossin +  

Найдем 3
2

3

2
2

2
2 ,,

dx
yd

dx
yd

dx
dy ∗∗∗

:   

xBxA
dx

dy sincos2 −=
∗

; 

xBxA
dx

yd cossin2
2

2

−−=
∗

; 

xBxA
dx

yd sincos3
2

3

+−=
∗

. 

Подставляя 3
2

3

2
2

2
2 ,,

dx
yd

dx
yd

dx
dy ∗∗∗

 в уравнение, получаем:  

xBxA sincos +− xBxA sincos +− = xcos . 
Приравнивая коэффициенты при синусах и косинусах в правой и 
левой частях уравнения, получаем: −2А=1, 2В=0. Следовательно 

0,
2
1

=−= BA . Тогда )(2 xy ∗ = xsin
2
1

− . Тогда частное решение 

)(xy∗ исходного уравнения )(xy∗ = )(1 xy ∗ + )(2 xy ∗ = xx sin
2
12 −− . 

Общее решение уравнения равно  
xx eCeCCxxyyy −∗ +++−−=+= 321

2
0 2sin

2
1 . 

 7.Решение линейных неоднородных уравнений второго 
порядка методом вариации произвольных постоянных. 
 Пусть дано дифференциальное уравнение вида. 
  )()()( 21 xfyxayxay =+′+′′ , 
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где )(),(),( 21 xfxaxa  - известные функции. Пусть 1y  и  2y  являются 
линейно независимыми решениями однородного уравнения 

0)()( 21 =+′+′′ yxayxay . Тогда частное решение неоднородного 
уравнения может быть найдено в виде 2211 )()( yxCyxCy +=∗ , где 
функции )(1 xC  и )(2 xC  удовлетворяют системе уравнений: 
  ,02211 =′+′ yCyC  
  )(2211 xfyCyC =′′+′′ . 
 Задача 21.  Найти решение задачи Коши. 

  
x

yy
sin

1
=+′′ , 1

2
=






πy , 

22
ππ

=





′y . 

 Найдем решение однородного уравнения. Составляем 
характеристическое уравнение: 012 =+λ . Найдем его корни: 

i±=λ . Однородное уравнение имеет два линейно независимых 
решения xy sin1 =  и xy cos2 = . Частное решение ∗y  ищем в виде  

xxCxxCy cos)(sin)( 21 +=∗ , где функции )(1 xC  и )(2 xC  удовлетворяют 
системе уравнений: 

  1 2sin cos 0,C x C x′ ′+ =  

  
x

xCxC
sin

1sincos 21 =′−′ . 

 Решая систему, получаем: ′
1С = ctgx , 2 1C′ = − . 

 Находим 1C  и 2C : ∫ == xctgxdxC sinln1 , xdxC −=−= ∫2 . 

 Тогда xxxxy cossinlnsin −=∗ . Общее решение однородного 
уравнения равно: xCxCy cossin 21 += . 
Общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

xxxxy cossinlnsin −= + xCxC cossin 21 +  

Из условия 1
2

=





πy  получаем 11 =C . Найдем производную общего 

решения: xCxCxxxxy sincossinsinlncos 21 −++=′ . 

Из условия 
22
ππ

=





′y  получаем: 

22 2
ππ

=−С , .02 =С   

 
Ответ: xxxxxy sincossinlnsin +−= . 
 Задача 22.  Найти решение задачи Коши. 
  4 4 2y y tg x′′ + = , ( )0 0y = , ( )0 2y′ = − . 
 Найдем решение однородного уравнения. Составляем 
характеристическое уравнение: 2 4 0λ + = . Найдем его корни: 

2iλ = ± . Однородное уравнение имеет два линейно независимых 
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решения 1 sin 2y x=  и 2 cos2y x= . Частное решение y∗  ищем в 
виде  

1 2( )sin 2 ( )cos2y C x x C x x∗ = + , где функции )(1 xC  и )(2 xC  
удовлетворяют системе уравнений: 

  1 2sin 2 cos2 0,C x C x′ ′+ =  

  1 22cos2 2sin 2 4 2C x C x tg x′ ′− = . 

 Решая систему, получаем: ′
1С =2sin 2x , 

2

2
2sin 2
cos2

xC
x

′ = − . 

 Находим 1C  и 2C : 1 2sin 2 cos2C xdx x= = −∫ , 
2

2
2sin 2
cos2

xC dx
x

= −∫ . Для вычисления этого интеграла сделаем 

замену переменной sin 2t x= . Тогда 2cos2dt xdx= , 

2cos2
dtdx

x
= . Подставляя в выражение для интеграла, получаем 

 
2 2 2

2

2sin 2 2
cos2 cos2 2cos2 cos 2

x t dt tdx dt
x x x x

= = =∫ ∫ ∫  

=
2 2

2 2 2

11
(1 sin 2 ) (1 ) 1

t tdt dt dt
x t t

 = = − − = − − − ∫ ∫ ∫  

=
1 1 1 sin 2 1ln sin 2 ln
2 1 2 sin 2 1

t xt x
t x
− −

− − = − −
+ +

 

 Тогда 

* 1 sin 2 1cos2 sin 2 sin 2 ln cos2
2 sin 2 1

xy x x x x
x

 − 
= − + + + 

= 

=
1 sin 2 1ln cos2
2 sin 2 1

x x
x
−
+

 

 Общее решение однородного уравнения равно: 

0 1 2sin 2 cos2y C x C x= + . 
Общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

1 sin 2 1ln cos2
2 sin 2 1

xy x
x
−

=
+

+ 1 2sin 2 cos2C x C x+  
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Из условия ( )0 0y =  получаем 2 0C = . Найдем производную 
общего решения: 

1 2cos2 2cos2 sin 2 1cos2 ln sin 2
2 sin 2 1 sin 2 1 sin 2 1

x x xy x x
x x x

− ′ = − − − + + 
+ 

+ 1 22 cos2 2 sin 2C x C x− . 
Из условия ( )0 2y′ = −  получаем: 12 2С− = , 1 1.С = −   
 

Ответ: 
1 sin 2 1ln cos2
2 sin 2 1

xy x
x
−

=
+

sin 2x− . 

 Задача 23.  Найти решение задачи Коши. 

  
1

1 xy y
e

′′ ′− =
+

, ( )0 1y = , ( )0 2y′ = . 

 Найдем решение однородного уравнения. Составляем 
характеристическое уравнение: 2 0λ λ− = . Найдем его корни: 

1 20, 1λ λ= = . Однородное уравнение имеет два линейно 

независимых решения 1 1y =  и 2
xy e= . Частное решение y∗  ищем в 

виде  

1 2( ) ( ) xy C x C x e∗ = + , где функции 1( )C x  и 2 ( )C x  удовлетворяют 
системе уравнений: 

  1 2 0,xC C e′ ′+ =  

  2
1

1
x

xC e
e

′ =
+

. 

 Решая систему, получаем: 1
1

1 xC
e

′ = −
+

, 2
1

(1 )x xC
e e

′ =
+

. 

 Находим 1C  и 2C : 1 1 x

dxC
e

= −
+∫ , 2 (1 )x x

dxC
e e

=
+∫ . Для 

вычисления первого интеграла сделаем замену переменной xt e= . 

Тогда xdt e dx= , x

dtdx
e

= . Подставляя в выражение для интеграла, 

получаем 
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1 (1 )x

dx dt
e t t

=
+ +∫ ∫ =

1 1 ln ln(1 ) ln(1 )
1

xdt t t x e
t t
 − = − + = − + + ∫  

 При вычислении второго интеграла сделаем аналогичную 
замену переменных. 

2(1 ) (1 )x x

dx dt
e e t t

=
+ +∫ ∫ . 

Разлагая на простейшие дроби, получаем  

2 2

1 1 1 1 ln ln( 1)
(1 ) 1
dt dt t t

t t t t t t
 = − + = − − + + = + + ∫ ∫  

=
1 ln( 1)x

x x e
e

− − + + . 

 

 Тогда * ln( 1)xy x e= − + + +
1 ln( 1)x x

x x e e
e

 − − + +  
 

 
 Общее решение однородного уравнения равно: 0 1 2

xy C C e= + . 
Общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

ln( 1)xy x e= − + + +
1 ln( 1)x x

x x e e
e

 − − + +  
1 2

xC C e+ +  

Из условия ( )0 1y =  получаем  

1 2 2 2ln 2C C+ = − .  
Найдем производную общего решения: 

1
1

x

x

ey
e

′ = − + +
+

1 1
1

x
x

x x

e e
e e
 

− + + 
+

1 ln( 1)x x
x x e e

e
 − − + +  

+

2
xC e+ . 

 
Из условия ( )0 2y′ =  получаем: 2 3 ln 2С = − . Следовательно 

1 1 ln 2.С = − −   

Тогда ln( 1)xy x e= − + + +
1 ln( 1)x x

x x e e
e

 − − + + −  
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1 ln 2 (3 ln 2) xe− − + − = ( 1)ln( 1)x xx e e− + + + +
(3 ln 2 ) 2 ln 2xx e+ − − − −  

 
 
Ответ: y = ( 1)ln( 1)x xx e e− + + + + (3 ln 2 ) 2 ln 2xx e− − − − . 
 
 7. Решение систем линейных дифференциальных уравнений. 
 Нормальной системой дифференциальных уравнений 
называется система вида 

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

( ; ; ;... )

( ; ; ;... )

....................................

( ; ; ;... )

n

n

n
n n

dy f x y y y
dx
dy f x y y y
dx

dy f x y y y
dx

 =

 =



 =

 

 Задачей Коши для системы дифференциальных уравнений 
называется задача нахождения частного решения указанной 
системы, удовлетворяющего условиям 
 0

1 1y y= , 0
2 2y y= ,….., 0

n ny y=  при 0x x= . 
 Одним из методов решения систем дифференциальных 
уравнений, является метод исключения, который позволяет систему 
n дифференциальных уравнений первого порядка свести к одному 
дифференциальному уравнению порядка n. 
 Задача 24.  Найти решение системы дифференциальных 
уравнений  

   
3 2 ,

2 ,

dx x y
dt
dy x y
dt

 = −

 = − +


   

удовлетворяющее условиям (0) 1, (0) 1.x y= =  
 Продифференцируем первое уравнение. Получаем 

   
2

2 3 2d x dx dy
dt dt dt

= − . 

Подставим в полученное уравнение значение dy
dt

, взятое из второго 

уравнения системы. Получаем 
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2

2 3 2d x dx dy
dt dt dt

= − ;  
2

2 3 2( 2 )d x dx x y
dt dt

= − − + ;  
2

2 3 2 4d x dx x y
dt dt

= + − . 

Из первого уравнения системы выразим y : 1 3
2

dxy x
dt

 = − 
 

. 

Тогда уравнение 
2

2 3 2 4d x dx x y
dt dt

= + −  можно переписать в виде  
2

2 3 2 2 3d x dx dxx x
dt dt dt

 = + − − 
 

. Данное уравнение является линейным 

дифференциальным уравнением второго порядка для определения 
неизвестной функции ( )x t . Приводя подобные, запишем его в виде 

 
2

2

d x
dt

5 dx
dt

− + 4 0x = . 

Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
2 5 4 0λ λ− + = ; ( 1)( 4) 0λ λ− − = ; 1 21, 4λ λ= = . 

Решение дифференциального уравнения имеет вид  
 4

1 2
t tx C e C e= + , где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 

Найдем ( )y t . Так как 1 3
2

dxy x
dt

 = − 
 

, то, подставляя 4
1 2

t tx C e C e= + , 

получаем:  

 ( )4 4
1 2 1 2

1 13 3 3 4
2 2

t t t tdxy x C e C e C e C e
dt

 = − = + − − 
 

; 

 4
1 2

1
2

t ty C e C e= − . 

Тогда общее решение системы имеет вид: 
  

4
1 2

t tx C e C e= + ; 
4

1 2
1
2

t ty C e C e= − . 

Где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 
Используя начальные условия, найдем произвольные постоянные. 
Так как (0) 1, (0) 1x y= = , то для определения 1 2,C C  имеем систему 
уравнений: 

1 2

1 2

1;
1 1.
2

C C

C C

+ =



− =

 

 
Решая систему, получаем 1 21, 0.С C= =  
Ответ: tx e= ,    
        ty e= . 
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Задача 25.  Найти общее решение системы 
дифференциальных уравнений  

 

   
4 ,

.

dx x y
dt
dy x y
dt

 = +

 = −


   

 
 Продифференцируем первое уравнение. Получаем 

   
2

2 4d x dx dy
dt dt dt

= + . 

 
Подставим в полученное уравнение значение dy

dt
, взятое из второго 

уравнения системы. Получаем 
 

2

2 4( )d x dx x y
dt dt

= + − ;    
2

2 4 4d x dx x y
dt dt

= + − . 

Из первого уравнения системы выразим y : 1
4

dxy x
dt

 = − 
 

. 

Тогда уравнение 
2

2 4 4d x dx x y
dt dt

= + −  можно переписать в виде  
2

2 4d x dx dxx x
dt dt dt

 = + − − 
 

. Данное уравнение является линейным 

дифференциальным уравнением второго порядка для определения 
неизвестной функции ( )x t . Приводя подобные, запишем его в виде 

 
2

2 5 0d x x
dt

+ = . 

Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
2 5 0λ + = ; 5iλ = ± . 

Решение дифференциального уравнения имеет вид  
 1 2sin 5 cos 5x C t C t= + , где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 

Найдем ( )y t . Так как 1
4

dxy x
dt

 = − 
 

, то, подставляя 

1 2sin 5 cos 5x C t C t= + , получаем:  
 

 ( )1 2 1 2
1 1 5 cos 5 5 sin 5 sin 5 cos 5
4 4

dxy x C t C t C t C t
dt

 = − = − − − 
 

; 
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 ( ) ( )1 2
1 15 cos 5 sin 5 5 sin 5 cos 5
4 4

y C t t C t t= − + − − . 

Тогда общее решение системы имеет вид: 
  

1 2sin 5 cos 5x C t C t= + ; 

( ) ( )1 2
1 15 cos 5 sin 5 5 sin 5 cos 5
4 4

y C t t C t t= − + − − . 

 
Где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 
Ответ: 1 2sin 5 cos 5x C t C t= + ; 

             ( ) ( )1 2
1 15 cos 5 sin 5 5 sin 5 cos 5
4 4

y C t t C t t= − + − − . 

 
Задача 26.  Найти общее  решение системы 

дифференциальных уравнений  

   
4 ,

2 3 .

dx x y
dt
dy x y
dt

 = +

 = +


   

 
 Продифференцируем первое уравнение. Получаем 

   
2

2 4d x dx dy
dt dt dt

= + . 

 
Подставим в полученное уравнение значение dy

dt
, взятое из второго 

уравнения системы. Получаем 
 

2

2 4d x dx dy
dt dt dt

= + ;  
2

2 4(2 3 )d x dx x y
dt dt

= + + ;  
2

2 8 12d x dx x y
dt dt

= + + . 

Из первого уравнения системы выразим y : 1
4

dxy x
dt

 = − 
 

. 

Тогда уравнение 
2

2 8 12d x dx x y
dt dt

= + +  можно переписать в виде  
2

2 8 3d x dx dxx x
dt dt dt

 = + + − 
 

. Данное уравнение является линейным 

дифференциальным уравнением второго порядка для определения 
неизвестной функции ( )x t . Приводя подобные, запишем его в виде 

 
2

2

d x
dt

4 dx
dt

− 5 0x− = . 
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Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
2 4 5 0λ λ− − = ; ( 1)( 5) 0λ λ+ − = ; 1 21, 5λ λ= − = . 

Решение дифференциального уравнения имеет вид  
 5

1 2
t tx C e C e−= + , где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 

Найдем ( )y t . Так как 1
4

dxy x
dt

 = − 
 

, то, подставляя 5
1 2

t tx C e C e−= + , 

получаем:  

 ( )5 5 5
1 2 1 2 1 2

1 1 15
4 4 2

t t t t t tdxy x C e C e C e C e C e C e
dt

− − − = − = − + − − = − + 
 

. 

  
Тогда общее решение системы имеет вид: 
  

5
1 2

t tx C e C e−= + ; 
5

1 2
1
2

t ty C e C e−= − + . 

Где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 
Ответ: 5

1 2
t tx C e C e−= + ; 

            5
1 2

1
2

t ty C e C e−= − + . 
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4.Пример решения варианта типового расчета  
Задача 26. Найти общий интеграл дифференциального уравнения  

2 1

yey
x

′ =
−

. 

Данное уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными 
 
Тогда 2

1( )
1

f x
x

=
−

, ( ) yg y e= . Заметим, что ( ) 0g y ≠ . Разделяем 

переменные: 
    2 1

y dxe dy
x

− =
−

. 

Интегрируя правую и левую части, получаем 
    2 1

y dxe dy
x

− =
−∫ ∫ . 

После вычисления интегралов имеем: 1 1ln
2 1

y xe C
x

− −
− = +

+
. 

 Ответ: 1 1ln
2 1

y xe C
x

− −
− − =

+
. 

 
Задача 27. .Найти общий интеграл дифференциального 

уравнения       

   
y x yy
y x x
−′ = +
+

. 

Данное уравнение является однородным. Будем искать 
неизвестную функцию ( )y x  в виде y xu= . Тогда y u xu′ ′= + . 
Подставляя y  и y′ в исходное уравнение, получаем: 

  
duu x
dx

+ =
1
1

u u
u
−

+
+

. 

Полученное уравнение преобразуем к виду 

  
1 1

1
du u
dx x u

−
=

+
. 

Разделяем переменные 

  
( 1)
( 1)
u dxdu
u x
+

=
−

. 

Интегрируем правую и левую части 
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( 1)
( 1)
u dxdu
u x
+

=
−∫ ∫ +ln C . 

(В нашем случае произвольную постоянную удобнее обозначит 
не С, а ln C , где 0C ≠ . Вычисляя интегралы в правой и левой 
частях уравнения, получаем 
  2ln 1 ln lnu u x C+ − = + . 
Потенцируя, имеем  
  2( 1)ue u Cx− = . 
Избавляясь от знака модуля, получаем 
  2( 1)ue u Cx− = . 

Поскольку 
yu
x

= , то полученное соотношение может быть 

представлено в виде  

  
2

1
y
x ye Cx

x
 − = 
 

. 

Данное выражение преобразуем к виду 

    ( )2 3
y
xe y x Cx− =  

 Заметим, что в уравнении 
1 1

1
du u
dx x u

−
=

+
, выражение 

1 0
1

u
u
−

=
+

 

при 1 1u = . Следовательно, функция 1u =  является решением 
дифференциального уравнения для неизвестной функции ( )u x , а 
значит, функция y x=  является решением исходного 
дифференциального уравнения. 

Решение y x= содержится в решении ( )2 3
y
xe y x Cx− = , если 

положить С=0. 

Ответ: ( )2 3
y
xe y x Cx− = ,  где С – произвольная постоянная. 

 
Задача 28. Найти решение дифференциального уравнения  

                          (tg ) 2 cosy x y x x′ + = ,  

удовлетворяющее начальному условию y(0)=1. 
Вначале найдем общее решение этого уравнения. Будем искать y  
в виде y uv= . Тогда y′=u v uv′ ′+ . Подставляя y  и y′  в 
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исходное уравнение, получаем: u v uv′ ′+ +(tg ) 2 cosx uv x x= ; 
( tg ) 2 cosv v x u u v x x′ ′+ + = . 
Выберем функцию ( )v x  из условия tg 0v v x′ + = . Уравнение для 
функции ( )v x  является уравнением с разделяющимися 

переменными. Найдем его решение: tg 0v v x′ + = , 
dv tgxdx
v
= − ; 

dv tgxdx
v
= −∫ ∫ ; ln ln cosv x= ; cosv x= . 

 Найдем функцию ( )u x : cos 2 cosu x x x′ = ; 2u x′ = ; 

2u xdx= ∫ ; 2u x C= + .  
 Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид  
  2( )cosy uv x C x= = + . 
 Произвольную постоянную С определим из условия (0) 1y = : 
1 C= . 
 Ответ: 2( 1)cosy x x= + . 

 
Задача 29..Найти решение дифференциального уравнения  

2 23
2

xy y e y−′ + = ,  удовлетворяющее начальному условию 

y(0)=2. 
 
Данное уравнение является уравнением Бернулли. Будем искать 
y  в виде y uv= . Тогда, подставляя y  и y′в исходное 

уравнение, получим 2 2 23( )
2

xu v u v v e u v−′ ′+ + = :. Функцию ( )v x  

определяем из условия: 0dv v
dx

+ = ; 
dv dx
v
= − ; 

dv dx
v
= −∫ ∫ ; 

ln v x= − ; xv e−= . Определим ( )u x : 2 2 23
2

x x xu e e u e− − −′ = ; 

3
2

3
2

xdu e dx
u

−= ; 3
2

3
2

xdu e dx
u

−=∫ ∫ +С; 31 1
2

xe C
u

−− = − + ;  

3

1
1
2

x
u

e C−
= −

− +
. 
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 Следовательно, общее решение имеет вид 
31

2

x

x

ey
e C

−

−
= −

− +
. Из 

условия  (0) 2y =  определяем произвольную постоянную С: 
12 1

2
C

= −
− +

; С=0. 

 Ответ: 22 xy e= . 

 
Задача 30..Найти общее решение дифференциального уравнения   

9
4

yy
x x
′

′′ + = . 

Это уравнение явно не содержит y . Обозначим y z′ = . Тогда: 
y z′′ ′= . Подставляя в исходное уравнение, получаем  

   
9

4
zz
x x

′ + = . 

Уравнение для определения функции )(xz  линейным 
дифференциальным уравнением первого порядка. Будем искать 
z  в виде z uv= . Тогда z′=u v uv′ ′+ . Подставляя z  и z′  в 

исходное уравнение, получаем: u v uv′ ′+ +
9

4
uv
x x
= ; 

9( )
4

vv u u v
x x

′ ′+ + = . 

Выберем функцию ( )v x  из условия 0vv
x

′ + = . Уравнение для 

функции ( )v x  является уравнением с разделяющимися 

переменными. Найдем его решение: 0vv
x

′ + = , 
dv dx
v x
= − ; 

dv dx
v x
= −∫ ∫ ; ln lnv x= − ; 

1v
x

= . 

 Найдем функцию ( )u x : 
1 9

4
u

x x
′ = ; 

9
4

u x′ = ; 

9
4

u xdx= ∫ ; 1
3
2

u x x C= + .  
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 Тогда  для функции ( )z x  имеем выражение  

  1
1

3 1 3
2 2

Cz uv x x C x
x x

 = = + = + 
 

. 

 
 Так как y z′ = , то 

2y zdx C= +∫ = 1
2 1 2

3 ln
2

Cx dx C x x C x C
x

 + + = + + 
 ∫ ., где 

1 2,C C  - произвольные постоянные. 

 
Задача 31. Найти решение дифференциального уравнения   

                                        3 44 1y y y′′ = − ,   

удовлетворяющее начальным условиям  y(0)= 2 , ( ) 10
2 2

y′ = . 

Так как исходное уравнение явно не содержит независимую 
переменную x , будем искать y′  в виде )(ypy =′ . Тогда ppy ′=′′ . 
Подставляя y ′′  и y′  в исходное уравнение, получаем  

   3 44 1dpy p y
dy

= − .  

Полученное для )(yp  уравнение является уравнением с 
разделяющимися переменными. Найдем его решение: 

4

3

14 dp yp
dy y

−
= , 

4

3

14 ypdp dy
y
−

= , 
4

3

14 ypdp dy
y
−

=∫ ∫ , 

2
2

2

12
2 2
yp C

y
= + + . Определим произвольную постоянную С. 

Так как при 0x =  имеем (0) 2y = , а 
1(0)

2 2
y′ = , то 

1
2 2

p =  при 2y = . Тогда 
1 11
4 4

C= + + , С= 1− . 

Следовательно, 
2

2 2
2

1 12p y y
y y

 
= + − = − 

 
или 

1p y
y

 
= − 
 

 . 

Знак плюс при извлечении корня выбран потому, что 
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1(0)
2 2

y′ =   -  положительное число. Неизвестную функцию 

( )y x  определяем из уравнения 
1y y
y

 ′ = − 
 

. Найдем его 

решение: 
1dy y

dx y
 

= − 
 

, 2( 1)
ydy dx

y
=

−
, 2( 1)

ydy dx
y

=
−∫ ∫ , 

21 ln( 1)
2

y x C− = + . Так как (0) 2y = , то 0 0 C= + , 0C = . 

Следовательно, 2ln( 1) 2y x− = , 21 xy e= + . 

 Ответ: 21 xy e= + . 
Задача 32. Найти решение дифференциального уравнения    

3 2
2

x

x

ey y y
e

−

′′ ′+ + =
+

, удовлетворяющее начальным условиям 

( ) ( )0 0, 0 0y y′= = . 
 
Найдем решение однородного уравнения. Составляем 
характеристическое уравнение: 2 3 2 0λ λ+ + = . Найдем 
его корни: 1 22, 1λ λ= − = − . Однородное уравнение имеет два 

линейно независимых решения 2
1

xy e−=  и 2
xy e−= . Частное 

решение y∗  ищем в виде  
2

1 2( ) ( )x xy C x e C x e∗ − −= + , где функции 1( )C x  и 2 ( )C x  
удовлетворяют системе уравнений: 

  2
1 2 0,x xC e C e− −′ ′+ =  

  2
1 22 x xC e C e− −′ ′− − =

2

x

x

e
e

−

+
. 

 Решая систему, получаем: 1 2

x

x

eC
e

′ = −
+

, 2
1

(2 )xC
e

′ =
+

. 

 Находим 1C  и 2C : 1 2

x

x

e dxC
e

= −
+∫ , 2 (2 )x

dxC
e

=
+∫ . Для 

вычисления первого интеграла сделаем замену переменной 



 42 

xt e= . Тогда xdt e dx= , x

dtdx
e

= . Подставляя в выражение для 

интеграла, получаем 

 
2 (2 )

x

x

e dx dt
e t

= =
+ +∫ ∫ ln( 2) ln( 2)xt e+ = +  

 При вычислении второго интеграла сделаем аналогичную 
замену переменных. 

1
(2 ) (2 ) 2 ( 2)x

dx dt dt dt dt
e t t t t

 
= = − = + + + 

∫ ∫ ∫  

1 1 1 1ln ln( 2) ln( 2)
2 2 2 2

xt t x e= − + = − + . 

 

 Тогда * 2 1 1ln( 2) ln( 2)
2 2

x x x x xy e e xe e e− − −= − + + − +  

 
 Общее решение однородного уравнения равно: 

2
0 1 2

x xy C e C e− −= + . 
Общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

2 1 1ln( 2) ln( 2)
2 2

x x x x xy e e xe e e− − −= − + + − + 2
1 2

x xC e C e− −+ +  

Из условия ( )0 0y =  получаем  

1 2
3 ln3
2

C C+ = .  

Найдем производную общего решения: 

2 2 1 12 ln( 2)
2 2 2

x
x x x x x

x

ey e e e e xe
e

− − − −′ = + − + − +
+

 

+ 2
1 2

1 1ln( 2) 2
2 2 2

x
x x x x x

x

ee e e C e C e
e

− − − −+ − − −
+

 

 
 

Из условия ( )0 0y′ =  получаем: 1 2
52 ln3
2

C C+ = . 

Для определения 1C  и 2C  имеем систему уравнений 
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1 2

1 2

3 ln3,
2

52 ln3.
2

C C

C C

 + =

 + =


 

Решая эту систему, получаем 

1 ln3С = , 2
1 ln3
2

С = . 

2 1 1ln( 2) ln( 2)
2 2

x x x x xy e e xe e e− − −= − + + − + + 

+ 2xe− 1ln3 ln3
2

xe−+ = 2 3 1 3ln ln
2 2 2

x x
x xe e

e e
− −   +   + +   

+

1
2

xxe− =
1
2

xxe− 2 21 3ln
2 2

x x x
xe e e

e
− − −   + +   +   

. 

 
 
 

Ответ: y = 1
2

xxe− 2 21 3ln
2 2

x x x
xe e e

e
− − −   + +   +   

. 

 
 
Задача 33. Найти общее решение дифференциального уравнения   

23 2 2 6 8y y y x x′′ ′+ + = + + . 
Вначале найдем общее решение соответствующего 
однородного уравнения  0 ( )y x . Составляем 

характеристическое уравнение 2 3 2 0λ λ+ + = . Найдем его 
корни: 2 3 2 0λ λ+ + = ;  ( 2)( 1) 0λ λ+ + = ; 1 22; 1λ λ= − = − . 

Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 
2

0 1 2( ) x xy x C e C e− −= + . 
 Исходное уравнение имеет правую часть первого типа: 0α = , 

2( ) 2 6 8nP x x x= + + , 2n = . Число 0α =  не встречается среди 
корней характеристического уравнения, значит кратность s=0. 
Будем искать ( )y x∗  в виде ( )y x∗ = 2 ( )Q x , где 2 ( )Q x  - многочлен 

второй степени. Тогда ( )y x∗ = 2Ax Bx C+ + . Коэффициенты А , 
В и С определим из условия, чтобы частное решение 
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удовлетворяло исходному уравнению. Найдем 
2

2,dy d y
dx dx

∗ ∗

: 

2dy Ax B
dx

∗

= + ; 

2

2 2d y A
dx

∗

= . 

 

Подставляя 
2

2,dy d y
dx dx

∗ ∗

 в исходное уравнение, получаем:  

2 22 3(2 ) 2( ) 2 6 8.A Ax B Ax Bx C x x + + + + + = + +   
Приводим подобные в левой части уравнения: 
 2 22 (2 6 ) (2 3 2 ) 2 6 8.Ax B A x C B A x x+ + + + + = + + . 
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в 
правой и левой частях, получаем: 
 2 2;A =  
2 6 6;B A+ =  
2 3 2 8.C B A+ + =  
 
 Следовательно А=1, В=0, С=3. Тогда частное решение запишется 
в виде ( )y x∗ = 2 3x + . 
 Следовательно, общее решение исходного уравнения равно: 

0y y y∗= + = 2 3x + + 2
1 2

x xC e C e− −+ . 

Ответ: y = 2 3x + + 2
1 2

x xC e C e− −+ . 

 
Задача 34. Найти решение дифференциального уравнения   

( ) 28 12 5 6 4x xy y y x e e′′ ′− + = − − , удовлетворяющее 

начальным условиям ( ) ( )0 0, 0 0y y′= = . 
Вначале найдем общее решение соответствующего 
однородного уравнения. Составляем характеристическое 
уравнение: 2 8 12 0λ λ− + = . Найдем его корни: 

2 8 12 0λ λ− + = ;  ( 2)( 6) 0λ λ− − = ; 

1 22, 6λ λ= = . 
Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

2 6
0 1 2( ) x xy x C e C e= + . 
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 Найдем частное решение. Правую часть представим как сумму 
двух функций )(1 xf  и )(2 xf , где 1( )f x =( )5 6 xx e− , 

2
2 ( ) 4 xf x e= − . 

 Рассмотрим уравнение  
  8 12y y y′′ ′− + = ( )5 6 xx e− . 

Функция 1( )f x =( )5 6 xx e−  соответствует правой части первого 

типа: 1α = , ( )( ) 5 6   nP x x= − , n=1. Число α=1 не встречается 
среди корней характеристического уравнения, значит кратность 
s=0. Будем искать ( )y x∗  в виде 1 ( )y x∗ = 1( ) xQ x e , где 1( )Q x  - 

многочлен первой степени. Тогда 1 ( )y x∗ =( ) xAx B e+ . 
Коэффициенты А и В определим из условия, чтобы частное 
решение удовлетворяло исходному уравнению. Найдем 

2
1 1

2,dy d y
dx dx

∗ ∗

:   

1 ( ) x xdy Ax B e Ae
dx

∗

= + + ; 

2
1
2 ( ) 2x xd y Ax B e Ae

dx

∗

= + + . 

 

Подставляя 
2

1 1
2,dy d y

dx dx

∗ ∗

 в исходное уравнение, получаем:  

[ ] [ ] [ ]( ) 2 8 ( ) ) 12x x xAx B A e Ax B A e Ax B e+ + − + + + + =  

=( )5 6 xx e−  
Сокращаем правую и левую части на xe и  приводим подобные в 
левой части: 
 5 (5 6 ) 5 6Ax B A x+ − = − . 
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  в 
правой и левой частях, получаем: 5 5,5 6 6A B A= − = − . 
Следовательно А=1, В=0. Тогда частное решение запишется в 
виде 1 ( )y x∗ = xxe . 
 
 Рассмотрим уравнение  
   28 12 4 xy y y e′′ ′− + = − . 
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Функция 2 ( )f x = 24 xe−  соответствует правой части первого типа: 
2α = , ( ) 4  nP x = − , n=0. Число α=2 один раз встречается среди 

корней характеристического уравнения, значит кратность s=1. 
Будем искать ( )y x∗  в виде 1 ( )y x∗ = 2

0 ( ) xxQ x e , где 0 ( )Q x  - 

многочлен первой степени. Тогда 1 ( )y x∗ = 2xAxe . Коэффициенты 
А и В определим из условия, чтобы частное решение 

удовлетворяло исходному уравнению. Найдем 
2

1 1
2,dy d y

dx dx

∗ ∗

:   

2 21 2 x xdy Axe Ae
dx

∗

= + ; 

2
2 21

2 4 4x xd y Axe Ae
dx

∗

= + . 

 

Подставляя 
2

1 1
2,dy d y

dx dx

∗ ∗

 в исходное уравнение, получаем:  

[ ] [ ] [ ]2 2 24 4 8 2 ) 12x x xAx A e Ax A e Ax e+ − + + = 24 xe−  

Сокращаем правую и левую части на 2xe и  приводим подобные в 
левой части: 
 4 4A− = − . 
 Следовательно А=1. Тогда частное решение запишется в виде 

2 ( )y x∗ = 2xxe . 
Общее решение уравнения равно  

2x xy xe xe= + + 2 6
1 2

x xC e C e+ . 
Из условия ( )0 0y =  получаем  

1 2 0C C+ = .     
Найдем производную общего решения:  

2 22x x x xy e xe e xe′ = + + + + 2 6
1 22 6x xC e C e+  

 
 
 
Из условия ( )0 0y′ =  получаем: 1 22 6 2C C+ = − . 
Для определения 1C  и 2C  имеем систему уравнений 
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                        1 2

1 2

0,
2 6 2.
C C

C C
+ =

 + = −
 

Решая эту систему, получаем 

1
1
2

С = , 2
1
2

С = − .  

Тогда 2x xy xe xe= + + 2 63x xe e− . 

Ответ: 2x xy xe xe= + + 2 63x xe e− . 

Задача 35. Найти общее решение дифференциального 
уравнения 

2 4siny y y x′′ ′− + = . 
Вначале найдем общее решение соответствующего 
однородного уравнения  0 ( )y x . Составляем 

характеристическое уравнение 2 2 1 0λ λ− + = . Найдем его 
корни: 2 2 1 0λ λ− + = ;  2( 1) 0λ − = ; 1 2 1λ λ= = . 

Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

0 1 2( ) x xy x C e C xe= + . 
 Стоящая в правой части функция ( ) 4sinf x x=  является 
правой частью второго типа. Имеем  

1 2
( ) 4, ( ) 0m mP x Q x= = , 1 20, 0m m= = , α=0, β=1. Число i=λ  не 

является корнем характеристического уравнения, значит 0=s . 
Частное решение ( )y x∗  ищем в виде 

( )y x∗ = 0 0( )sin ( )cosT x x Q x x+  , где )(),( 00 xQxT  - многочлены 
нулевой степени, поскольку наибольшее из чисел 1m  и 2m  равно 

нулю. Тогда ( )y x∗ = sin cosA x B x+  

Найдем 
2

2 2
2,dy d y

dx dx

∗ ∗

:   

cos sindy A x B x
dx

∗

= − ; 

2

2 sin cosd y A x B x
dx

∗

= − − . 

 

Подставляя 
* 2 *

2,dy d y
dx dx

 в уравнение, получаем:  
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sin cos 2( cos sin ) ( sin cos ) 4sinA x B x A x B x A x B x x− − − − + + =
 
Приравнивая коэффициенты при синусах и косинусах в правой и 
левой частях уравнения, получаем: −2А=0, 2В=4. Следовательно 
В=2. Тогда ( ) 2cosy x x∗ = .  
Следовательно, общее решение уравнения имеет вид  

( ) 2cosy x x= + 1 2
x xC e C xe+  

 
Задача 36. Найти общее решение дифференциального уравнения 

3 23 6 6y y y y x x x′′′ ′′ ′− − + = − − + . 
Вначале найдем общее решение соответствующего 
однородного уравнения  0 ( )y x . Составляем 

характеристическое уравнение 3 2 1 0λ λ λ− − + = . Найдем 
его корни: 3 2 1 0λ λ λ− − + = ;  2( 1) ( 1) 0λ λ− + = ; 

1 2 31, 1λ λ λ= − = = . 
Общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

0 1 2 3( ) x x xy x C e C e C xe−= + + . 
 Исходное уравнение имеет правую часть первого типа: 0α = , 

3 2( ) 3 6 6nP x x x x= − − + , 3n = . Число 0α =  не встречается 
среди корней характеристического уравнения, значит кратность 
s=0. Будем искать ( )y x∗  в виде ( )y x∗ = 3( )Q x , где 3 ( )Q x  - 

многочлен третьей степени. Тогда ( )y x∗ = 3 2Ax Bx Cx D+ + + . 
Коэффициенты А , В и С определим из условия, чтобы частное 
решение удовлетворяло исходному уравнению. Найдем 

2 3

2 3, ,dy d y d y
dx dx dx

∗ ∗ ∗

:  

23 2dy Ax Bx C
dx

∗

= + + ; 

2

2 6 2d y Ax B
dx

∗

= + ; 

3

3 6d y A
dx

∗

= . 
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Подставляя 
2 3

2 3, ,dy d y d y
dx dx dx

∗ ∗ ∗

 в исходное уравнение, получаем:  

26 (6 2 ) (3 2 )A Ax B Ax Bx C− + − + + +  
+ 3 2Ax Bx Cx D+ + + = 3 23 6 6x x x− − +  
Приводим подобные в левой части уравнения: 
 2 28 (8 12 ) (8 6 2 ) 8 12 10.Ax B A x C B A x x+ − + − + = − + . 
 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в 
правой и левой частях, получаем: 
 8 8;A =  
8 12 12;B A− = −  
8 6 2 10.C B A− + =  
 
 Следовательно А=1, В=0, С=1. Тогда частное решение запишется 
в виде ( )y x∗ = 2 1x + . 
 Следовательно, общее решение исходного уравнения равно: 

0y y y∗= + = 2 1x + + 2 4
1 2

x xC e C e+ . 

 
Задача 37. Найти решение системы дифференциальных 

уравнений    
4 6 ,

,

dx x y
dt
dy x y
dt

 = −

 = −


     удовлетворяющее начальным условиям 

x(0)=2, y(0)=1. 
 Продифференцируем первое уравнение. Получаем 

   
2

2 4 6d x dx dy
dt dt dt

= − . 

Подставим в полученное уравнение значение dy
dt

, взятое из второго 

уравнения системы. Получаем 
2

2 4 6d x dx dy
dt dt dt

= − ;  
2

2 4 6( )d x dx x y
dt dt

= − − ;  
2

2 4 6 6d x dx x y
dt dt

= − + . 

Из первого уравнения системы выразим y : 1 4
6

dxy x
dt

 = − 
 

. 

Тогда уравнение 
2

2 4 6 6d x dx x y
dt dt

= − +  можно переписать в виде  
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2

2 4 6 4d x dx dxx x
dt dt dt

 = − + − 
 

. Данное уравнение является линейным 

дифференциальным уравнением второго порядка для определения 
неизвестной функции ( )x t . Приводя подобные, запишем его в виде 

 
2

2

d x
dt

3 dx
dt

− + 2 0x = . 

Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
2 3 2 0λ λ− + = ; ( 1)( 2) 0λ λ− − = ; 1 21, 2λ λ= = . 

Решение дифференциального уравнения имеет вид  
 2

1 2
t tx C e C e= + , где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 

Найдем ( )y t . Так как 1 4
6

dxy x
dt

 = − 
 

, то, подставляя 4
1 2

t tx C e C e= + , 

получаем:  

 ( )2 2
1 2 1 2

1 14 4 4 2
6 6

t t t tdxy x C e C e C e C e
dt

 = − = + − − 
 

; 

 2
1 2

1 1
2 3

t ty C e C e= + . 

Тогда общее решение системы имеет вид: 
  

2
1 2

t tx C e C e= + ; 
2

1 2
1 1
2 3

t ty C e C e= + . 

Где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 
Используя начальные условия, найдем произвольные постоянные. 
Так как x(0)=2, y(0)=1, то для определения 1 2,C C  имеем систему 
уравнений: 

1 2

1 2

2;
1 1 1.
2 3

C C

C C

+ =



+ =

 

Решая систему, получаем 1 22, 0.С C= =  
Ответ:       2 tx e= ,    
        ty e= . 
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