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Введение 

Цель данного пособия помочь студенту самостоятельно овладеть навы-

ками решения задач, подготовиться к выполнению контрольных работ, к зачёту 

и экзамену. При написании пособия авторы не ставили своей целью дать систе-

матическое изложение теоретического материала. Перед каждой рассматривае-

мой задачей даётся тот теоретический материал, который необходим для её ре-

шения. Если студент ранее овладел необходимым теоретическим материалом, 

то вводную часть каждой задачи он может опустить и перейти непосредственно 

к решению задачи. Необходимо отметить, что приведённый теоретический ма-

териал достаточно полно охватывает курс указанного предмета. Авторы наде-

ются, что пособие будет полезно студентам в овладении методами решения ос-

новных задач курса дифференциального исчисления функций одной перемен-

ной. 
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Вычисление пределов 
 

Прежде чем перейти к рассмотрению задач напомним некоторые основ-

ные моменты теории. Мы предполагаем, что студентам уже знакомо определе-

ние предела функции и поэтому перейдём непосредственно к свойствам преде-

лов. 

Сформулируем основные свойства пределов: 

1. Предел постоянной равен самой постоянной.  

cc
ax

=
→

lim  

2. Предел суммы конечного числа слагаемых равен сумме их пределов: 

( ) .limlimlim vuvu
axaxax →→→

+=+  

3. Предел произведения конечного числа множителей равен произведе-

нию их пределов: 

vuuv
axaxax →→→

⋅= limlim)(lim  

В частности полезно запомнить, что vccv
axax →→

⋅= lim)(lim , то есть постоян-

ный множитель можно выносить за знак предела. 

4. Предел частного равен частному пределов числителя и знаменателя, 

если предел знаменателя отличен от нуля: 

.0lim,
lim

lim
lim ≠=

→

→

→

→
v

v

u

v

u

ax

ax

ax

ax
 

Если функция f(x) определена и  непрерывна в точке ,ax =  то предел 

функции в точке равен значению функции в этой точке, например 

.
2

3

31

51

2

5
lim

2

1
=

+

+
=

+

+
→ x

xx

x
 

Отметим, что все элементарные функции непрерывны в тех точках, где 

они определены. Поэтому для всех элементарных функций )()(lim afxf
ax

=
→

, ес-

ли f(x) определена в точке x = a. 

Отметим два  важных факта, которые мы будем использовать при вычис-

лении пределов. 

Если )(xg ограниченная в окрестности точки x = a функция, а α( )x  − 

бесконечно малая функция, то есть 0)(lim =α
→

x
ax

, то 0)()(lim =α
→

xxg
ax

. 

Если )(xg ограниченная в окрестности точки x = a функция, а )(xf  − 

бесконечно большая функция, то есть lim ( )
x a

f x
→

= ∞ , то 0
)(

)(
lim =

→ xf

xg

ax
. 

Наибольшие трудности интерес вызывает вычисление пределов функций 

в точках разрыва или на концах области определения. Если число x = a не при-

надлежит области определения или ∞=a ,  то для нахождения предела необхо-

димо специальное исследование. В этих случаях возможны следующие неопре-

делённые ситуации, которые будем называть неопределённостями: 
0

0
,

∞

∞
 (в 

случае вычисления предела частного), .1,0, ∞∞⋅∞−∞  



5 

Приведём ряд формул, которые используются для раскрытия неопреде-

лённостей. 

 

1. Первый замечательный предел: 

.1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
 

Здесь имеет место неопределённость 
0

0
. Заметим, что на месте перемен-

ной  x  под знаком предела может стоять любая функция при условии, что она 

является бесконечно малой при  0→x . То есть, верна более общая формула:  

.0)(lim,1
)(

)(sin
lim

00
==

→→
xf

xf

xf

xx
 

 

2. Второй замечательный предел: 

,
1

1lim e
x

x

x
=








+

∞→
 или ( ) ,1lim

1

0
ex x

x
=+

→
 

аналогично верны обобщённые формулы: 

,
)(

1
1lim

)(

e
xf

xf

x
=








+

∞→
  если ;)(lim ∞=

∞→
xf

x
 

( ) ,)(1lim )(

1

exf xf
ax

=+
→

 если ,0)(lim =
→

xf
ax

 

Существенно упрощает вычисление пределов использование эквива-

лентных бесконечно малых функций.  

Напомним, что бесконечно малые функции )(xα  ( 0)(lim =α
→

x
ax

) и 

)(xβ ( 0)(lim =β
→

x
ax

) называются эквивалентными, если 1
)(

)(
lim =

β

α

→ x

x

ax
. Эквивалент-

ность бесконечно малых обозначается символом    )( xα  ∼ )(xβ . 

Приведём некоторые часто используемые, эквивалентные в окрестности 

точки x = 0, бесконечно малые функции.  

Поскольку: 

1
tg

lim
0

=
→ x

x

x
 ⇒ tg(x) ∼ x; 

1
arcsin

lim
0

=
→ x

x

x
  ⇒ arcsin(x) ∼ x;  

1
arctg

lim
0

=
→ x

x

x
  ⇒ arctg(x) ∼ x; 

1
)1ln(

lim
0

=
+

→ x

x

x
  ⇒ )1ln( x+  ∼ x; 

1
1

lim
0

=
−

→ x

e
x

x
  ⇒ 1−x

e  ∼ x. 

 

Для эквивалентных бесконечно малых функций верна следующая теоре-

ма о замене бесконечно малых функций эквивалентными бесконечно малыми 

функциями: 
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предел отношения бесконечно малых функций равен пределу отношения экви-

валентных им функций. 

Например,  

( )
( )

.1
1ln

1
lim

0
=

⋅

⋅
=

+⋅

−⋅
=

→ xx

xx

xx

etgx
x

x
 

Фактически эта теорема означает, что если при вычислении предела бес-

конечно малая входит в виде множителя или знаменателя дроби, то она может 

быть заменена на эквивалентную. 

Далее перейдём к разбору задач. 

 

Первая задача представляет предел вида 
∞

∞
, где числитель и знаменатель 

являются произведением многочленов или многочленов, стоящих под знаком 

радикала. Основной приём решения таких задач состоит в вынесении независи-

мой переменной x в старшей степени за скобки в каждом из многочленов. Рас-

смотрим примеры. 

Задача 1. Найти предел 
)24()73(

)12)(13(
lim

232

32

+++

+++

∞→ xxx

xxx

x
. 

Преобразуем это выражение. В каждом из многочленов вынесем множи-

тель x в старшей степени за скобки. Получим: 

)24()73(

)12)(13(
lim

232

32

+++

+++

∞→ xxx

xxx

x
 = 









++
















+

















+
















++

∞→

3

3

2

3

2

2

24
1

7
3

1
2

13
1

lim

xx
x

x
x

x
x

xx
x

x
 =  

 

 = 









++








+









+








++

∞→

3

2

5

3

2

5

24
1

7
3

1
2

13
1

lim

xxx
x

xxx
x

x
 = 









++








+









+








++

∞→

3

2

3

2

24
1

7
3

1
2

13
1

lim

xxx

xxx

x
 = 

)001()03(

)02)(001(
2

3

+++

+++
 = 

9

8
. 

Ответ: 
9

8
. 

В процессе вычисления предела мы воспользовались теоремами о пределе 

суммы, произведения, частного, а так же теоремой о делении ограниченной ве-

личины на бесконечно большую. 

К примеру lim
x x→∞

=
2

03 . 

Задача 2. Найти предел   .
)13()12(1

53
lim

24 8

610

−+⋅++

++

+∞→ xxxx

xx

x
 

Решение. 

Данный предел есть неопределённость вида 
∞

∞
. Для нахождения этого 

предела вынесем из-под знаков радикалов и скобок наивысшие степени x , в ре-

зультате получим: 
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.
12

1

341

1

1
3

1
2

11
1lim

53
1lim

1
3

1
2

11
1

53
1

lim
)13()12(1

53
lim

2

4
87

104

2

2
4

87

2

10

5

24 8

610 4

=
⋅⋅

=









−⋅








+⋅++

++

=

=









−⋅⋅








+⋅⋅++⋅

++⋅

=
−+⋅++

++

+∞→

+∞→

+∞→+∞→

xxxx

xx

x
x

x
x

xx
x

xx
x

xxxx

xx

x

x

xx

 

Ответ: .
12

1
 

 

Задача 3.  

Вторая задача контрольной работы представляет пределы вида ∞−∞, где 

каждое слагаемое является либо просто многочленом, либо многочленом, стоя-

щим под знаком радикала. Для решения такого типа задач применятся приём, 

который называется умножением на сопряжённое.  Суть этого приёма заключе-

на следующих формулах: 

 

( )( )
( )

b a
b a b a

b a

b a

b a
− =

− +

+
=

−

+
; 

( )( )
( )

b a
b a b a

b a

b a

b a
− =

− +

+
=

−

+

2

. 

 

Рассмотрим примеры. 

  

Задача. 4. Найти предел ( )lim
x

x x x
→−∞

+ + +4 8 5 22 . 

Данный предел является пределом вида ∞−∞. Умножим и разделим вы-

ражение под знаком предела на выражение сопряжённое этой сумме 

( )4 8 5 22x x x+ + − . Получим  

( )lim
x

x x x
→−∞

+ + +4 8 5 22  = 
( )( )

( )
lim

x

x x x x x x

x x x→−∞

+ + + + + −

+ + −

4 8 5 2 4 8 5 2

4 8 5 2

2 2

2
 =  
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 = 
( )

( )
( )

( )
lim lim

x x

x x x

x x x

x

x x x→−∞ →−∞

+ + −

+ + −
=

+

+ + −

4 8 5 4

4 8 5 2

8 5

4 8 5 2

2 2

2 2
 =  (далее ход решения 

аналогичен тому, который был использован в предыдущей задаче) = 

= lim
x

x
x

x
x x

x
→−∞

+








+ +






 −











8
5

4
8 5

22

2

= (заметим, что при х < 0 имеем xx −=2 ) =  

 

= lim

( )
x

x
x

x
x x

→−∞

+








− + +






 +











8
5

4
8 5

22

 = −

+








+ +






 +











= −
+

= −
→−∞
lim

x

x

x x

8
5

4
8 5

2

8

2 2
2

2

. 

Ответ: −2. 

 

Задача 5. Найти предел 

( ).3456lim 22 +−−++
+∞→

xxxx
x

 

 

Решение. 

Данный предел есть неопределённость вида ∞−∞ . Под знаком предела 

стоит разность корней второй степени. Для нахождения этого предела умножим 

и разделим эту разность на выражение, сопряжённое этой разности.  

В итоге получим: 

 

( )
( )( )

2 2

2 2 2 2

2 2

lim 6 5 4 3

6 5 4 3 6 5 4 3
lim

6 5 4 3

x

x

x x x x

x x x x x x x x

x x x x

→+∞

→+∞

+ + − − + =

+ + − − + + + + − +
=

+ + + − +

 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

6 5 4 3 10 2
lim lim

6 5 4 3 6 5 4 3

22 lim 1010
10

lim 5.
26 5 4 3 6 5 4 3

1 1 lim 1 1

x x

x

x

x

x x x x x

x x x x x x x x

xx

x x x x x x x x

→+∞ →+∞

→+∞

→+∞

→+∞

+ + − + − +
= = =

+ + + − + + + + − +

 
++  

 = = =
 

+ + + − + + + + − + 
 

 

Ответ: .5  

 

Следующая задача представляет предел вида 
0

0
. Числитель и знаменатель 

выражения являются многочленами, которые в точке x a= равны нулю. Основ-

ной приём решения таких задач состоит в следующем. Известно, что если мно-

гочлен степени n P xn ( ) равен нулю при x a= , то его можно представить в виде 

P x x a P xn n( ) ( ) ( )= − −1 , где P xn−1 ( ) является многочленом степени n − 1. 
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Задача 6.   Найти предел 

.
12

122
lim

24

4

2 −−

−−
→ xx

xx

x
 

Решение. 

Имеем неопределённость вида .
0

0
 Под знаком предела стоит отношение 

многочленов. Для нахождения этого предела разложим числитель и знаменатель 

дроби на множители, выделив множители вида ( )α
2−x с максимально возмож-

ным показателем степени. Для этого поделим числитель и знаменатель на дву-

член ( )x − 2  “столбиком”. 

       

0

126

126

63

3

42

2

6322

212

2

2

23

23

2334

24

−

−

−

−

−

+++−

−−−

x

x

xx

x

xx

xx

xxxxx

xxx

 

 

Подставляя найденные разложения многочленов под знак предела, полу-

чим: 

 

( )( )
( )( )

.
14

15

28

30

623428

624428

632

642
lim

6322

6422
lim

12

122
lim

23

23

23

23

24

4

2

==
+⋅+⋅+

+⋅+⋅+
=

=
+++

+++
=

+++−

+++−
=

−−

−−

+∞→+∞→→ xxx

xxx

xxxx

xxxx

xx

xx

xxx

 

 

Ответ: .
14

15
 

Задача 7   Найти lim
x

x x

x x→−

+ +

+ +1

3

2

3 4

3 2
. 

Значение x = −1 является корнем каждого из многочленов, стоящего в 

числителе и знаменателе дроби. Аналогичным образом разложив на множители, 

получаем: 

 

lim
x

x x

x x→−

+ +

+ +1

3

2

3 4

3 2
 = lim

( )( )

( )( )x

x x x

x x→−

+ − +

+ +1

21 4

1 2
 = lim

( )

( )x

x x

x→−

− +

+1

2 4

2
 = 6. 

Ответ: 6. 

 

0

126

126

84

1224

42

1222

6422

2122

2

2

23

3

2334

4

−

−

−

−−

−

−−

+++−

−−−

x

x

xx

xx

xx

xx

xxxxx

xxx
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Следующая задача представляет предел вида 
0

0
. Числитель и знамена-

тель выражения содержат радикалы. Основной приём решения таких задач со-

стоит в умножении на сопряжённое. Этот приём использован ранее при реше-

нии задачи 2. 

Задача 8. lim
x

x x

x x→

+ − −

− +2
2

7 11

3 2
.  

Данный предел есть неопределённость вида 
0

0
. Для нахождения предела 

преобразуем выражение под знаком предела к виду, в котором и в числителе и в 

знаменателе дроби будут множители вида ( )x − 2 α , α > 0. 

Для этого числитель и знаменатель выражения умножим на сопряжённое 

к разности в числителе, то есть на множитель ( x x+ + −7 11 ). Знаменатель 

разложим на множители. Получим: 

lim
x

x x

x x→

+ − −

− +2
2

7 11

3 2
 = 

( )( )
( )

lim
( )( )x

x x x x

x x x x→

+ − − + + −

− − + + −2

7 11 7 11

1 2 7 11
 = 

( ) ( )

( )
lim

( )( )x

x x

x x x x→

+ − −

− − + + −2

7 11

1 2 7 11
 = 

( )

( )
lim

( )( )x

x

x x x x→

−

− − + + −2

2 2

1 2 7 11
 = 

( )
lim

( ) ( )x x x x→ − + + −
=

+
=

2

2

1 7 11

2

1 3 3

1

3
. 

Ответ:
1

3
. 

 

Задача 9. Найти предел 

.
1

108
lim

1 −

−−+

→ x

xx

x
 

Решение. Данный предел есть неопределённость вида 
0

0
. Для нахожде-

ния предела преобразуем выражение под знаком предела к виду, в котором и в 

числителе и в знаменателе дроби будут множители вида   ( ) 0,1 ≥α−
α

x . Для 

этого умножим числитель и знаменатель дроби на выражения, сопряжённые 

числителю и знаменателю соответственно. 

В итоге получим: 

( )( )( )
( )( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( ) .

3

2

33

22

108lim

12lim

1081

112
lim

1081

1108
lim

10811

1108108
lim

1

108
lim

1

1

11

11

=
+

⋅
=

−++

+
=

−++−

+−
=

−++−

++−+
=

=
−+++−

+−++−−+
=

−

−−+

→

→

→→

→→

xx

x

xxx

xx

xxx

xxx

xxxx

xxxxx

x

xx

x

x

xx

xx

Ответ: .
3

2
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Решение следующей задачи связано с использованием первого замеча-

тельного предела lim
sin

x

x

x→
=

0
1. При решении подобных задач полезно использо-

вать два соотношения.  

Первое. lim
sin

x

kx

x
k

→
=

0
. Для его вывода сделаем замену переменных 

t kx= . Тогда x
t

k
=  , lim

x
t

→
=

0
0 .Тогда получаем  

lim
sin

lim
sin

lim
sin

x t t

kx

x

t

t

k

k
t

t
k

→ → →
=









= =
0 0 0

.  

Второе. lim
sin

sinx

ax

bx

a

b→
=

0
.  

Это соотношение получается следующим  

путём lim
sin

sin
lim

sin

sin

lim
sin

lim
sinx x

x

x

ax

bx

ax

x

bx

x

ax

x

bx

x

a

b→ →

→

→

=

















=

















=
0 0

0

0

. 

Задача 10.  Найти lim
sin

x

tgx x

x→

−

0
3 . 

Преобразуем данное выражение lim
sin

x

tgx x

x→

−

0
3  = lim

sin

cos
sin

x

x

x
x

x→

−

0
3  =  

 

= lim
sin

cos

cos

x

x

x

x

x→

−

0
3

1
 = lim

cos

sin cos

x x

x

x

x

x→
















−







0
2

1 1
 =  

(воспользуемся теоремой о пределе произведения, а так же формулой 

1 2
2

2− =





cos sinx

x
) 

 = lim
cos

lim
sin

lim

sin

x x xx

x

x

x

x→ → →










































0 0 0

2

2

1
2

2
 = 

1

1
1 2

1

2

1

2
2

1

2

1

2

1

20 0
⋅ ⋅ ⋅

















⋅

















= ⋅ ⋅ =
→ →

lim

sin

lim

sin

x x

x

x

x

x
.      

Ответ: 
1

2
. 

Задача 11. Найти предел     .

2

3
cos

3
lim

x

xtg

x π→
 

Решение. 
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Данный предел есть неопределённость вида .
0

0
 Поскольку в числителе 

дроби, стоящей под знаком предела, имеем ,
3cos

3sin
3

x

x
xtg = то, сведём этот предел 

к первому замечательному пределу. Для этого сделаем замену переменной 

,π−= xy  тогда ,π+= yx и 0→y при π→x . В результате получим: 

( )

( )

.2

2

3
2

3
sin

lim

3

3sin
lim

2

3

3
1

2

3

2

3
2

3
sin

3
3

3sin

lim
3cos

1
lim

2

3
sin3cos

3sin
lim

2

3
sin

3
lim

2

3
cos

3
lim

2

3
cos

3
lim

0

0

00

000

=⋅⋅=

⋅

⋅

⋅=

=

⋅

==

+

+
=

→

→

→→

→→→→

y

y

y

y

y

y

y

y
y

y

y

yy

y

y

ytg

y

ytg

x

xtg

y

y

yy

yyyx

π

π
π

 

Заметим, что мы воспользовались тем, что функция tgxy = имеет период 

π, поэтому ytgytg 3)(3 =π+ . Кроме того, из свойств тригонометрических 

функций известно, что cos sinx x+






 =

3

2
π . Поэтому cos ( ) sin

3

2

3

2
y y+ =π . 

Ответ: 2. 

Задача 12.    Найти     lim
sin

sinx

x

x→π

5

6
. 

Сделаем замену переменной t = x−π. Тогда t → 0 при x→ 0.  Следова-

тельно: x = t  +  π, sin 5x = sin(5t + 5π)  =  −sin 5t, sin 6x = sin(6t + 6π) = sin 6t. По-

лучаем  lim
sin

sinx

x

x→π

5

6
 = lim

sin

sint

t

t→

−
=

0

5

6
−

5

6
. 

Ответ: −
5

6
. 

Решение следующей задачи требует знания второго замечательного пре-

дела lim
x

x

x
e

→∞
+







 =1

1
. Укажем ещё на один факт, который следует из второго 

замечательного предела и бывает полезен при решении подобных задач: 

lim
x

x

k
k

x
e

→∞
+







 =1 . 

Чтобы получить такой вывод, сделаем замену переменных x = kt. Тогда 

t →∞ при  t →∞. Получаем:  

lim lim lim
x

x

t

kt

t

t k

k
k

x

k

kt t
e

→∞ →∞ →∞
+







 = +







 = +

















 =1 1 1

1
. 

Например lim lim
( )

x

x

t

x

x x
e

e→∞ →∞

−−






 = +

−





 = =1

1
1

1 1
1 . 

Задача 13.  Найти предел: 

.
32

12
lim

45 +

∞→









+

−
x

x x

x
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Решение. 

Данный предел есть неопределённость вида ∞1 . Сведём этот предел ко 

второму замечательному пределу. В основании степени, стоящей под знаком 

предела, выделим единицу (разделив числитель на знаменатель): 

.
32

4
1lim

32

1332
lim

32

12
lim

454545 +

∞→

+

∞→

+

∞→









+
−=









+

−−+
=









+

−
x

x

x

x

x

x xx

x

x

x
 

Далее преобразуем выражение под знаком предела, выделив второй за-

мечательный предел: 

lim lim
x

x

x

x
x

x x→∞

+

→∞

+
−

+







 = −

+







 =

2 1

2 3
1

4

2 3

5 4 5 4

lim

( )

x

x x
x

x→∞

−
+








−
+

+

−
+























1
4

2 3

2 3

4

4

2 3
5 4

 =  

lim
( )

x

x
x

e
→∞

−
+

+
4

2 3
5 4

 = e ex

x

x
−

+

+ −→∞ =
lim

( )4 5 4

2 3 10 . 

 

В конце решения примера сделан переход к пределу под знаком показа-

тельной функции. 

Ответ: .10−
e  

Рассмотрим другой возможный способ решения таких задач. 

Задача 14. Найти lim
x

x
x

x→∞

−
+

−









5 1

5 2

2 3

. 

Преобразуем это выражение следующим образом 

5 1

5 2

1
1

5

1
2

5

1
1

5

1
2

5

2 3

2 3
2 3

x

x

x

x

x

x

x

x x

x

x

+

−







 =

+

−

















=
+

−



































−

−
−

. 

Тогда lim
x

x
x

x→∞

−
+

−









5 1

5 2

2 3

 = lim

lim

lim

lim

x

x

x

x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

→∞

−

→∞

→∞

+

−



































=

+


























+

−























































→∞

−

1
1

5

1
2

5

1

1

5

1

2

5

2 3

2 3

 =  

e

e

e

1

5

2

5

2

6

5
−

















= . 

Ответ: e

6

5 . 

 

При решении следующей задачи существенное упрощение в ход реше-

ния вносит использование эквивалентных бесконечно малых. Рассмотрим при-

меры. 



14 

Задача 15.  

Найти lim
cos

sinx

x

tg x x→

−

0

2

3

1

2 5
. 

Воспользуемся эквивалентными бесконечно малыми при x → 0 . 

Так как : 1 2
2

2 2

2

− =cos sinx
x

, а sin x ∼ x, то 1 2− cos x ∼2
x x

2 2

2 2
∼

x
4

2
. 

Аналогично tg x3 2  ∼ 8 3x , sin 5x ∼ 5x. Получаем 

lim
cos

sinx

x

tg x x→

−

0

2

3

1

2 5
 = lim

x

x

x x→
=

0

4

3

2

8 5

1

80
. 

Ответ: 
1

80
. 

Задача 16. Найти предел 
( )

( ) .
4sin1

51ln
lim

3

32

0
3

xe

xtg
xx −

+

→
 

Решение. 

Данный предел есть неопределённость вида .
0

0
 Для нахождения этого 

предела воспользуемся теоремой о замене бесконечно малых функций эквива-

лентными бесконечно малыми функциями. Так как  

( ) ( ) 6233232 255~5~51ln xxxtgxtg =+ при ;0→x  

( ) 3~1
3

xe
x − при ;0→x  

( ) ( ) 3333 644~4sin4sin xxxx == при ,0→x   

то 

( )
( ) .

64

25

64

25
lim

4sin1

51ln
lim

33

6

03

32

0
3

=
⋅

=
−

+

→→ xx

x

xe

xtg

xxx
 

Ответ: .
64

25
 

 

Рассмотрим пределы вида 1∞ . Остановимся на возможных способах ре-

шения таких задач. 

 

Задача 17. Найти предел ( ) xctg

x
x

52

3coslim
∞→

 

Данный предел есть неопределённость вида .1∞  Для его нахождения вы-

делим в основании степени, стоящей под знаком предела, единицу. Для этого 

используем тригонометрическую формулу: .sin212cos 2 α−=α Тогда 

( ) .
2

3
sin21lim3coslim

5

25

2

2
xctg

x

xctg

x
xx 







−=

∞→∞→
 

Далее сведём предел ко второму замечательному пределу методом, ис-

пользованным в задаче 6: 
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( )

.
5sin

5cos
2

3
sin2

lim

5sin

5cos

2

3
sin2

2

3
sin2

1

2

5

25

2

22

2

2
2

2

2

2

2

3
sin21lim

2

3
sin21lim3coslim

x

xx

x

x
x

x

x

xctg

x

xctg

x

xe

xxx

⋅
−

⋅







−

−

∞→∞→∞→

∞→=

=






















−=








−=

 

Далее используем тот факт, что 05coslim 2

0
=

→
x

x
 и применим теорему о за-

мене бесконечно малых функций эквивалентными бесконечно малыми функ-

циями. Так как  

( ) ,5~5sin,
2

3
~

2

3
sin

22

2

2 xxxx 







 

то 

( ) .3coslim 50

9

25

1
4

9
2

5sin

5cos
2

3
sin2

lim
5 2

2

2

22

2 −

⋅⋅
−

⋅
−

∞→
=== ∞→ eeex x

x

x

xx

xctg

x

x  

Ответ: .50

9
−

e  

Второй способ решения таких задач использует равенство 

( ) [ ]
lim ( )

( ) lim ( ) ln( ( ))

x a

g x g x f x

f x e x a

→
= → , если конечно указанный предел существует. 

 

Задача 18. Найти ( )lim
x

ctg x

tg x
→

+
0

3

1 2 . 

Имеем ( )lim
x

ctg x

tg x
→

+
0

3

1 2  = 
[ ]

e x
ctg x tg xlim ln( )

→
+

0
3 1 2

. 

Для вычисления предела, стоящего в степени воспользуемся эквивалент-

ными бесконечно малыми. При  x→ 0   имеем 

ln(1 + tg 2x) ∼tg 2x∼2x; ctg 3x = 
xtg 3

1
; tg 3x ∼ 3x. Тогда 

[ ]lim ln( ) lim lim
x x x

ctg x tg x
tg x

tg x

x

x→ → →
+ = = =

0 0 0
3 1 2

2

3

2

3

2

3
. 

Ответ: e

2

3 . 

 

Задача 19.  

Найти предел  .
1

43
lim

3

1 −

−+

→ x

xx

x
 

Решение. 

Данный предел есть неопределённость вида 
0

0
. Для нахождения предела 

сделаем замену ,6tx = где показатель степени переменной t будем определять 

как наименьшее общее кратное порядков корней, входящих в выражение под 

знаком предела.  

 

Тогда  при  1→x   имеем  1→t   и 
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( )( )
( )( )

.3
3

9

1

44
lim

11

441
lim

1

43
lim

1

43
lim

2

2

12

2

13

23

1

3

1
==

++

++
=

++−

++−
=

−

−+
=

−

−+

→→→→ tt

tt

ttt

ttt

t

tt

x

xx

xxxx
 

Многочлены в числителе и знаменателе раскладываются на множители 

методом, описанном в задаче 3.  

Ответ: 3.  

Задача 20. Найти lim
x

x

x→

−

−64 3

8

4
. 

Сделаем замену переменной x t= 6 . Тогда t x= 6 . Следовательно t → 2  

при x → 64 . Получаем 

lim
x

x

x→

−

−64 3

8

4
 = lim lim

( )( )

( )( )
lim

( )

( )t t t

t

t

t t t

t t

t t

t→ → →

−

−
=

− + +

− +
=

+ +

+2

3

2
2

2

2

28

4

2 2 4

2 2

2 4

2
 = 3. 

Ответ: 3. 

 

Задача 21. Найти предел 

.
4coscos

7sin3sin
lim

0 xx

xx

x −

⋅
→

 

Решение. 

Данный предел есть неопределённость .
0

0
 Преобразуем знаменатель 

дроби по формуле разности косинусов: 

 

.

2

3
sin

2

5
sin2

7sin3sin
lim

4coscos

7sin3sin
lim

00

xx

xx

xx

xx

xx

⋅

⋅
=

−

⋅

→→
 

 

Для нахождения полученного предела применим теорему о замене бес-

конечно малых функций эквивалентными бесконечно малыми функциями. 

Поскольку, при 0→x  

,
2

3
~

2

3
sin,

2

5
~

2

5
sin,7~7sin,3~3sin xxxxxxxx  

то 

.
5

14

2

3

2

5
2

73
lim

2

3
sin

2

5
sin2

7sin3sin
lim

4coscos

7sin3sin
lim

000
=

⋅⋅

⋅
=

⋅

⋅
=

−

⋅

→→→
xx

xx

xx

xx

xx

xx

xxx
 

Ответ: .
5

14
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Дифференцирование 

Цель данного раздела помочь студентам в овладении навыками нахождения 

производных функций одной переменной. Операция нахождения производной 

называется дифференцированием функции. Производная функции y = f(x) обо-

значается либо ′y , либо 
dy

dx
. 

Сформулируем основные правила дифференцирования и приведём фор-

мулы производных основных элементарных функций: 

1. ( ) .0=
′

c  10. ( ) .ln aaa
xx ⋅=

′
 

2. ( ) .vuvuvu ′⋅+⋅′=
′

⋅  11. ( ) .xx
ee =

′
 

3. .
2v

vuvu

v

u ′⋅−⋅′
=

′









 

12.  ( ) .
ln

1
log

ax
xa

⋅
=

′
 

4. ( ) .ucuc ′⋅=
′

⋅  13.  ( ) .
1

ln
x

x =
′

 

5. ( ) .1−⋅=
′ nn

xnx  14.  ( ) .
1

1
arcsin

2
x

x
−

=
′

 

6. ( ) .cossin xx =
′

 15. ( ) .
1

1
arccos

2
x

x
−

−=
′

 

7. ( ) .sincos xx −=
′

 16. ( ) .
1

1
2

x
arctgx

+
=

′
 

8. ( ) .
cos

1
2

x
tgx =

′
 17.  ( ) .

1

1
2

x
arcctgx

+
−=

′
 

9. ( ) .
sin

1
2

x
ctgx −=

′
 

 

 

Отметим, что полезно запомнить частный случай формулы 5 

( )x
x

′ =
1

2
. 

Большое  значение для вычисления производных различных функций 

имеет следующая теорема: 

Теорема о производной сложной функции. Пусть ),(ufу =  где )(xu ϕ= , 

тогда  

).()( xuufyx
′⋅′=′  

или эта формула записывается в виде 

dy

dx

dy

du

du

dx
=  

Так, например, если )(xu ϕ= , то формулы  5, 6, 10, 13 принимают вид: 

5а.  ( ) .1
uunu

nn ′⋅⋅=
′ −  

6а.  ( ) .cossin uuu ′⋅=
′

 

10а. ( ) .ln uaaa
uu ′⋅⋅=

′
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13а. ( ) .
1

ln u
u

u ′⋅=
′

 

 

Задача 22. Найти .
dx

dy
, где  y

tg x= 5
4 72 . 

Основная цель данной задачи приобрести навыки дифференцирования 

сложной функции.  

Приведём подробное решение этой задачи. (Мы предполагаем, что сту-

денты к этому моменту изучили таблицу производных основных элементарных 

функций.) 

Функция имеет вид y u= 5 , где u tg x= 4 72 . 

Воспользуемся формулой производной сложной функции. Тогда 

dy

dx

dy

du

du

dx

du

dx

u= = 5 5ln , где u tg x= 4 72 . Функция u(x) имеет вид u u= 1

4 , где 

u tg x1

72= . Получаем 
du

dx

du

du

du

dx
u

du

dx
= =

1

1

1

3 1
4  .  Функция u x1 ( )  имеет вид 

u x tgu1 2( ) = , где  u x2

72= . Получаем 
du

dx

du

du

du

dx

1 1

2

2
=  = 

1
22

2

7

cos
( )

u

d

dx
x  =  

 = 
1

142

2

6

cos u
x . 

Теперь можем записать окончательный ответ  

Ответ: .
dx

dy
 = 5 5 4 2

1

2
14

4 72 3 7

2 7

6tg x tg x
x

xln
cos

⋅ ⋅ ⋅ . 

Отметим, что нет необходимости (если вы уверенно владеете техникой 

дифференцирования) столь подробно проводить все выкладки. 

Задача 23. Найти .
dx

dy
, где .2

23 5sin x
y = . 

Используя последовательно формулы 10, 5, 6, 4 и 5, а также правило 

дифференцирования сложной функции, получим: 

.
dx

dy
 = ( )2 2 2 5 2 2 3 5 5

3 2 3 2 3 25 5 3 2 5 2 2 2sin sin sinln (sin ) ln sin (sin )x x x
x x x

′
= ′ = ⋅ ′ =  

 = 2 2 3 5 5 5 2 2 3 5 5 10
3 2 3 25 2 2 2 2 5 2 2 2sin sinln sin cos ( ) ln sin cosx x

x x x x x x⋅ ′ = ⋅ . 

Отметим, что все производные по промежуточным аргументам можно 

выполнять в уме и непосредственно давать готовый ответ. 

Задача 24.  Найти .
dx

dy
, где y

x= 3
2 65cos . 

Ответ: 
dy

dx
x x xx= ⋅ ⋅ −3 3 2 5 5 30

2 65 6 6 5cos ln cos ( sin ) . 

 

Целью следующих задач является закрепления навыков нахождения про-

изводной произведения функций. 

Задача 25. Найти 
dy

dx
, если y x x= ⋅sin arccos5 3 . 

Используя формулу производной произведения, получаем 
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( ) ( ) ( )′ =







′
⋅ +







′

y x x x xsin arccos sin arccos
1

5
3

1

5
3 . 

Далее воспользуемся формулой производной сложной функции. Получа-

ем 

( ) ( ) ( )′ =






′ ⋅ +







−

−













′−

y x x x x
x

x
1

5

1

1

4

5
3

1

5
3 2

3sin (sin ) arccos sin
( )

. 

Вычисляя табличные производные, получаем ответ. 

Ответ: 

 ( ) ( )′ =






⋅ −






 −











−

y x x x x
x

x
1

5

1

1
3

4

5
3

1

5
6

2sin cos arccos sin . 

Как мы уже упоминали ранее, при уверенном владении техникой диффе-

ренцирования нет необходимости приводить столь подробное описание.  

Рассмотрим ещё один пример.  

Задача 26.  Найти 
dx

dy
, если .cos xarctgexy ⋅=  

Сначала воспользуемся формулой производной произведения, а затем 

формулой дифференцирования сложной функции: 

dy

dx
 = ( ) ( )cos cosx arctge x arctge

x x
′

+
′
 = 

( )( )
( )

( )−
′

+
+

′
sin cosx x arctge x

e
e

x

x

x
1

1
2 = 

 = ( )− +
+

sin cosx
x

arctge x
e

e
x

x

x
1

2

1

1 2 . 

Приведём решение ещё одного примера, где все промежуточные рассуж-

дения проведены в уме. 

Задача 27.  Найти 
dy

dx
, если y x e x= +ln( ) sin1 7 2 . 

dy

dx
 = 

1

1
7 1 2 27

6 2 7 2

+
⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅

x
x e x e xx xsin sinln( ) cos  

Далее рассмотрим задачи на нахождение производной частного. 

Задача 28. Найти 
dy

dx
, если y

e

tgx

x

=
−arcsin

6 . 

Используя формулу производной частного, получаем 

 

( ) ( )
′ =











′

=

′
−

′
− − −

y
e

tgx

e tgx e tgx

tg x

x x x
arcsin arcsin arcsin

6

6 6

2 6 . 

Далее, используя формулу производной сложной функции и соответст-

вующие табличные производные, получаем: 

 
( )

( ) ( )

′ =
−

′
−

′

−

− −

y
e

e tgx e
x

x

tg x

x

x x
1

1

1

2

6

2 6

6

2 6

arcsin
cos

= 
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 = 
( )

( )
1

1

1
6

2

6

2 6

5

2 6

−
− ′ −

−

− −

e

e x tgx e
x

x

tg x

x

x x( ) arcsin
cos

= 

 = 

( )
−

−
−

−

− −1

1

1
6

2

6

2 6

5

2 6

e
e tgx e

x
x

tg x

x

x xarcsin
cos

. 

Задача 29.  Найти 
dy

dx
, если .

2
arcsin

3 3

x

tgx
y =  

По формуле дифференцирования частного имеем: 

( ) ( ) ( )

.
2

arcsin

2

41

12
arcsin5

cos

11

2
arcsin

2
41

12
arcsin

3

1

2
arcsin

2
arcsin

2
arcsin

2
arcsin

2

2

2

3 54

52
3 52

2

1

2

3 55
3

2
5

2

3 53

3 5

5

x

x
x

tgx
x

x
xxtg

x

x

x

tgx
x

tgxtgx

x

x
tgx

x
tgx

x

tgx

dx

dy









−⋅

−
⋅−⋅⋅⋅

=

=

′
⋅⋅

−
⋅−⋅

′
⋅⋅

=

=










′









⋅−⋅

′







=

′



















=

−−

 

Приведём решение ещё одного примера, все промежуточные выкладки в 

котором сделаны в уме. 

Задача 30.  Найти 
dy

dx
, если y

x
x

=
sin3 2

3
5 . 

′ =
⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

y
x x x x xx x

x

3 2 3 3 3 5

3

2 2 2 3 2 4

2

5 5

5

sin cos sin ln
. 

Для решения следующих задач используется метод логарифмического 

дифференцирования. Суть этого метода состоит в использовании равенства: 

′ = ′y y y(ln )  . 

Подобный приём применяется для нахождения производных функций 

вида [ ]y u x
v x

= ( )
( )

, а так же функций представляющих собой произведение 

большого числа множителей. 

Схему этого метода изложим сначала на примере. 

Задача 31.  Найти 
dy

dx
, если  ( ) .12 ctgx

xy += (1) 

Данная функция является сложной показательной функцией. Для её  

дифференцирования используем логарифмическую производную. Опишем про-

цесс нахождения  производной сложной показательной функции. 

Прологарифмируем равенство (1): 
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   ( )( ).1lnln 2 ctgx
xy +=   Затем запишем правую часть равенства в виде произведе-

ния, применив свойство логарифмической функции: 

    ( ).1lnln 2 +⋅= xсtgxy    Продифференцируем получившееся равенство: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) .2
1

1
1ln

sin

11

;1ln1ln
1

;1lnln

2

2

2

222

x
x

ctgxx
x

y
y

xctgxxctgxy
y

xctgxy

⋅
+

⋅++⋅
−

=′⋅

′
+⋅++⋅

′
=′⋅

′
+⋅=

′

      

Выразим из последнего равенства искомую производную y′ : 

 ( ) .
1

2
1ln

sin

1
2

2

2 








+
⋅++⋅

−
⋅=′

x

x
ctgxx

x
yy      И, наконец, подставим вместо функ-

ции  y  её выражение через x : 

( ) ( ) .
1

2
1ln

sin

1
1

2

2

2

2









+
⋅++⋅

−
⋅+=′

x

x
ctgxx

x
xy

ctgx
   

Задача 32.   Найти 
dy

dx
,  если y

x x

x x
=

+ +

− +

( )

( ) ( )

1 4

1 3

5 3

6 2 . 

Прологарифмируем данное выражение: 

ln ln( ) ln( ) ln( ) ln( )y x x x x= + + + − − − +5 1
1

3
4 6 1 2 3 . 

Возьмём производную от правой и левой части данного соотношения: 

1 5

1

1

3 4

6

1

2

3y
y

x x x x
′ =

+
+

+
−

−
−

+( )
. 

Тогда  ′ =
+ +

− +
y

x x

x x

( )

( ) ( )

1 4

1 3

5 3

6 2 ⋅
5

1

1

3 4

6

1

2

3x x x x+
+

+
−

−
−

+









( )

. 

Далее рассмотрим задачи, решение которых и требует знания понятия 

производной высших порядков. Напомним, что производная порядка n обозна-

чается 
d y

dx

n

n  или y n( ) . Общая формула вычисления производных высших поряд-

ков выглядит следующим образом y n( )  = ( )y
n− ′1 . 

Задача 33. Найти 
2

2

dx

yd
, если .3sin2 xey x ⋅=  

Решение. Напомним, что вторая производная есть первая производная от 

первой производной функции: 

.
2

2









=

dx

dy

dx

d

dx

yd
  Найдём первую производную функции: 

( ) ( ) .3cos33sin2;3sin3sin 2222
xexe

dx

dy
xexe

dx

dy xxxx ⋅+⋅=
′

⋅+⋅
′

=     

А теперь ещё раз продифференцируем полученную функцию:  

( ) ( )
d

dy

dy

dx
e x e x e x e x

x x x x





 =

′
⋅ + ′ +

′
+ ′2 3 2 3 3 3 3 32 2 2 2sin (sin ) cos (cos )  = 

= 2 2 3 2 3 3 3 2 3 3 3 32 2 2 2e x e x e x e xx x x x⋅ + ⋅ + ⋅ + −sin cos cos ( sin ) . 

Итак, после приведения  подобных слагаемых  имеем искомую произ-

водную:  
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d y

dx
e x e xx x

2

2

2 25 3 12 3= − +sin cos . 

Задача 34.  Найти 
d y

dx

3

3 , если y x= sin 2 . 

dy

dx
x x x x= ′ =cos ( ) cos2 2 22 . 

( ) ( )
d y

dx

d

dx
x x x x x x

2

2

2 2 22 2 2= = ′ +
′

cos ( ) cos cos =

( )2 2 2 2 42 2 2 2 2cos sin cos sinx x x x x x x+ − = − . 

( ) ( )
d y

dx

d

dx
x x x x x x x x x

3

3

2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 2 4 4= − = − ′ − ′ −
′

cos sin ( sin )( ) ( ) sin sin = 

 = ( )2 2 4 2 4 2 12 82 2 2 2 2 3 2( sin ) sin cos sin cos− − ⋅ − = − −x x x x x x x x x x x . 

 Далее вспомним правила дифференцирования функций заданных пара-

метрически. Применение этих правил мы покажем на решении конкретной за-

дачи. 

 Задача 35. Найти  
dx

dy
 и  

2

2

dx

yd
 для функции, заданной параметрически 

уравнениями: 

                                                             




=

=
.

cos

sin
3

3

ty

tx
    

       

Решение. Первая производная функции, заданной параметрически нахо-

дится  по формуле: 

   

dt

dx
dt

dy

dx

dy
= , где  tt

dt

dx
cossin3 2=    и    tt

dt

dу
sincos3 2−= , тогда 

ctgt
t

t

tt

tt

dx

dy
−=−=

−
=

sin

cos

cossin3

sincos3
2

2

 . Чтобы вычислить вторую  производную  

2

2

dx

yd
, представим первую производную   

dx

dy
 как некоторую функцию, заданную 

параметрически и возьмём от неё первую производную по переменной x : 

  

dt

dx

dx

dy

dt

d

dx

yd









=
2

2

, где  ( )
t

ctgt
dt

d

dx

dy

dt

d
2sin

1
=−=








, тогда  

  
tttt

t

dx

yd

cossin3

1

cossin3

sin

1

42

2

2

2

==  . 

Задача 36. Найти  
dx

dy
 и  

2

2

dx

yd
 для функции, заданной параметрически 

уравнениями: 
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x arctgt

y t

=

= +



 ln( )1 2

 

Поскольку 
dx

dt t
=

+

1

1 2 , ( )
dy

dt t
t

t

t
=

+
+

′
=

+

1

1
1

2

12

2

2 , то 

dt

dx
dt

dy

dx

dy
=  = 2t. 

Тогда ( )
d y

dx

d

dt

dy

dx

dx

dt

d

dt
t

t

t

2

2

2

2

2

1

1

2 1=









=

+

= +
( )

. 

 

Прежде чем перейти к решению следующей задачи, напомним геометри-

ческий смысл производной.  

Производная в данной точке равна тангенсу угла наклона к оси Х каса-

тельной к графику функции , проведённой в этой точке. 

Задача 37. Найти уравнение касательной и нормальной прямой для гра-

фика функции, заданной параметрически уравнениями:  





=

=

ty

tx
3

3

cos

sin
  при 

3

π
=t . 

Решение.  Уравнение касательной имеет вид: 

( ) ( )000 xxxyyy −⋅′=− . 

Нормальная прямая перпендикулярна касательной и имеет угловой ко-

эффициент 
( )0

1

xy
k

′
−= , уравнение нормали таково: 

( )
( )0

0

0

1
xx

xy
yy −⋅

′
−=− . 

Вычислим координаты точки ( )00 , yx , соответствующей значению пара-

метра 
3

π
=t : 

 
8

33

2

3

3
sin

3

3

3 =









=








=







 ππ
x , 

8

1

2

1

3
cos

3

3

3 =







=








=







 ππ
y . 

Производная 
dx

dy
 была найдена  в предыдущей задаче. Она равна 

dy

dx
ctgt= − . 

 вычислив её значение при 
3

π
=t , получаем ′ = −y

1

3
. 

Тогда уравнение касательной имеет вид: 

 









−⋅−=−

8

33

3

1

8

1
xy . 

Уравнение нормали соответственно: 
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









−⋅=−

8

33
3

8

1
xy . 

Задача 38. Найти 
dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
для функции ( )xy , заданной неявно сле-

дующим уравнением: 

x xy y x y2 2 2 3 1 0+ + − − + =   в точке М(1; 2).  

Решение . Продифференцируем уравнение, задающее функцию ( )xy , 

помня о том, что   

    y − функция переменной  x : 

 03222 =′−−′⋅+′⋅+⋅′+ yyyyxyxx ,   

 03222 =′−−′⋅+′⋅++ yyyyxyx . 

Далее перенесём слагаемые, не содержащие y′  в правую часть равенства,  

а в левой части вынесем за скобки  y′ : 

yxyyyyx −−=′−′⋅+′⋅ 2232 ;   ( ) yxyxy −−=−+⋅′ 2232      

Затем выразим из последнего равенства  y′ : 

32

22

−+

−−
=′

yx

yx
y  . 

В точке М(1; 2) имеем ′ =
− ⋅ −

+ ⋅ −
= −y

2 2 1 2

1 2 2 3
1. 

Для нахождения второй производной продифференцируем соотношение 

03222 =′−−′⋅+′⋅++ yyyyxyx  ещё один раз по х. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 0x y xy yy y′ + ′ + ′ ′ + ′ ′ − ′ ′ = ; 

2 2 2 3 0+ ′ + ′ + ′′ + ′ ′ + ′′ − ′′ =y y xy y y yy y . 

В точке М(1; 2) нам известно, что x = 1, y = 2, ′ = −y 1. Подставляя в по-

лученное соотношение, получаем уравнение для определения второй производ-

ной: 

2 1 1 2 4 3 0− − + ′′ + + ′′ − ′′ =y y y ; 2 2′′ = −y ; ′′ = −y 1. 

 

Задача 39. Найти уравнение касательной и нормали к кривой, заданной 

неявно уравнением:  

x xy y x y2 2 2 3 1 0+ + − − + =   в точке М(1; 2).   

Уравнение касательной имеет вид: ( ) ( )000 xxxyyy −⋅′=− . В данной точ-

ке x0 1= , y0 2= , ′y x( )0 найдена при решении предыдущей задачи, при этом 

′y x( )0  = −1.  

Уравнение касательной имеет вид  y−2 = −(x−1), а нормали  y−2 =  (x−1). 

 

Задача 40. Найти d y2 функции y x x= 2 3sin . 

Напомним формулу вычисления дифференциала порядка n: 

d y y dxn n n= ( ) .  (в частности,  d y y dx2 2= ′′ ). 

Найдём вторую производную. 

′ = +y x x x x2 3 3 32sin cos . 

′′ = + ′ = + + −y x x x x x x x x x x x( sin cos ) sin cos cos sin2 3 3 3 2 3 6 3 6 3 9 32 2  = 

= 2 3 12 3 9 32sin cos sinx x x x x+ − . 
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Получаем d y2  = ( 2 3 12 3 9 32sin cos sinx x x x x+ − ) dx 2 . 

 

Задача 41. С помощью дифференциала функции вычислить приближён-

но 25 5, . 

Суть применения дифференциала к приближённым вычислениям состоит 

в замене приращения функции её дифференциалом, то есть используется при-

ближённое равенство 

y x x y x y x x( ) ( ) ( )0 0 0+ ≈ + ′∆ ∆ . 

В данной задаче: y x= ; x x0 25 5+ =∆ , ; x0 25= ; ∆x = 0 5, ; ′ =y
x

1

2
; 

′ =y x( )0

1

10
. 

Имеем 25 5 25 0 5 25
1

10
0 5 5 05, , , ,= + ≈ + = . 

 

Исследование функций и построение графиков 

Далее вспомним методы дифференциального исчисления, используемые 

для исследования функций и построения их графиков. 

Дифференциальное исчисление широко используется для исследования 

функций с целью построения их графиков. 

Прежде чем перейти к рассмотрению первой задачи напомним некото-

рые моменты теории. Дадим определение локального максимума и минимума 

функции. 

Точка 0x  называется точкой локального максимума (минимума) функции 

( )xy , если существует такая окрестность точки 0x , что для всех точек x , при-

надлежащих этой окрестности, выполняется неравенство ( ) ( )xyxy >0  

( ( ) ( )xyxy <0 ). 

Точки локального максимума и локального минимума называются точ-

ками экстремума функции. 

Сформулируем теорему о необходимом условии существование экстре-

мума. 

Теорема. Точками экстремума непрерывной функции могут быть только 

такие точки, в которых  её производная или равна нулю или не существует.  

Точки, в которых производная или равна нулю или не существует будем 

называть критическими точками.(Достаточные условия экстремума будут 

сформулированы несколько позднее.)  

 

Задача 42. Найти наибольшее и  наименьшее значение функции на за-

данном отрезке. 

[ ]2,2,2
3

2

4

3
4

−+−= x
x

y . 

 

В этой задаче требуется найти наибольшее и наименьшее значения 

функции, заданной на некотором отрезке и непрерывной на этом отрезке. Из 

свойств непрерывной функции известно, что функция непрерывная на отрезке 

принимает на этом отрезке своё наибольшее и наименьшее значения. Если наи-
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большее или  наименьшее значение достигается внутри отрезка, то эта точка яв-

ляется точкой экстремума, а значит критической точкой. Следовательно для оп-

ределения наибольшего и наименьшего значений функции на некотором отрезке 

и непрерывной на этом отрезке может быть предложена следующая схема. 

 

1.  Находим производную функции. 

2.  Определяем критические точки (в которых производная или равна ну-

лю или не существует) и выбираем те, которые лежат на данном отрезке. 

3.  Вычисляем значения функции в выбранных точках и на концах отрез-

ка. Среди вычисленных значений выбираем наибольшее и наименьшее. 

Решение.  

Найдём критические точки функции, для чего вычислим производную 

функции и  приравняем её нулю: 

 

232
3

2;3
3

2

4

4
xx

dx

dy
x

x

dx

dy
−=⋅−=  

  0=
dx

dy
   при   ( ) 02;02 223 =−=− xxxx ,  

откуда находим критические точки: 2,0 21 == xx .  

Далее необходимо выбрать те критические точки, которые принадлежат 

заданному отрезку. В данном случае обе критические точки ему принадлежат. 

Вычислим значения функции в критических точках и на концах отрезка и выбе-

рем наибольшее и  наименьшее значения функции: 

( ) ( ) ( )
3

34
22

3

2

4

2
2

3
4

=+−⋅−
−

=−y . 

2)0( =y . 

( )
3

2
22

3

2

4

2
2 3

4

=+⋅−=y . 

Делаем вывод о том, что своё наибольшее значение на заданном отрезке 

функция достигает при 2−=x , ( )
2

34
2 =−y , а наименьшее значение при  21 =x , 

( )
3

2
2 =y . 

Задача 43.  Найти наибольшее и  наименьшее значение функции на за-

данном отрезке. 

 y x x= −sin 2 ,           [ ]0;π . 

Находим производную: ′ = −y x2 2 1cos . 

Находим критические точки: 2 2 1 0cos x − = ; x n= ± +
π

π
6

. 

На отрезке [ ]0;π  лежат x1 6
=

π
, x2

5

6
=

π
. 

Вычисляем значения функции: y( )0 0= ; y
π π

6

3

2 6







 = − ; 

y
5

6

3

2

5

6

π π





 = − − ; y( )π π= − . 
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Наибольшее значение: y
π π

6

3

2 6







 = − . 

Наименьшее значение: y
5

6

3

2

5

6

π π





 = − − .  

Общая схема следующих задач состоит в следующем. Требуется найти 

наибольшее или наименьшее значение некоторой величины (назовём её S), за-

висящей от двух параметров (обозначим их a и b ) S( a , b ). 

При этом параметры a и bне являются не зависимыми, а связаны соот-

ношением F( a , b ) = 0. Условия задачи позволяют определить возможную об-

ласть изменения параметров. Это может быть отрезок или интервал.  

Можно предложить следующий метод решения. Из соотношения F( a , 

b ) = 0 один параметр может быть выражен через другой. Например,   b  = b ( a ). 

Тогда функция S становится функцией одного параметра a  S = S( a ,b ( a )). Если 

область возможного изменения параметра является отрезком, то дальнейшее 

решение в точности совпадает с решением предыдущей задачи. Если область 

изменения параметра является интервалом, то полезно воспользоваться сле-

дующим фактом. 

Если на некотором интервале функция имеет единственную точку экс-

тремума и эта точка является точкой максимума (минимума), то значение функ-

ции в этой точке будет наибольшим (наименьшим) на всём интервале. 

Сформулируем достаточные условия экстремума функции. 

Если при переходе через критическую точку производная функции меня-

ет знак с плюса на минус (с минуса на плюс), то эта точка является точкой мак-

симума (минимума) функции. (Предполагается, конечно, что функция опреде-

лена и непрерывна в данной точке.) 

Задача 44.  Прямоугольный участок огорожен с трёх сторон забором пе-

риметра 4p. При каких размерах сторон площадь участка S будет наибольшей. 

Решение. Обозначим a и b  размеры сторон прямоугольника. 

Тогда S = a b . Параметры a и b  не являются независимыми, а связаны 

соотношением (длина забора) a  + 2b  = 4p. Тогда a  = 4p−2b . Следовательно, 

функцию S можно представить как функцию одного параметра b : S = b (4p−2b ). 

Из условия задачи ясен, что параметр  b  может изменяться на следую-

щем отрезке 0 2≤ ≤b p . То есть задача сводится к отысканию наибольшего зна-

чения функции S = S(b ) = b (4p−2b ) на отрезке [ ]0 2; p . 

Найдём производную: 
ds

db
p b= −4 4 . Приравнивая её нулю, получаем 

b  = p. Найденная точка лежит на отрезке [ ]p2;0 . 

Вычисляем S(0) = 0, S(2p) = 0, S p p( ) = 2 2 − это значение и является наи-

большим. Тогда размеры сторон равны: a = 2p, b = p. 

Задача 45.  Объём цилиндрической цистерны равен V. При каких разме-

рах площадь её полной поверхности будет наименьшей.  

Решение. Цилиндрическая цистерна характеризуется двумя параметрами: 

радиусом основания R и высотой H. Площадь полной поверхности выражается 

формулой S = 2π R 2  + 2πRH. Параметры R и H не являются независимыми (из-

вестен объём), а связаны соотношением V = π R 2 H. Тогда H = 
V

rRπ 2 . Подстав-
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ляя Н в выражение для площади полной поверхности, получим S как функцию 

одной переменной S(R) =  2π R 2  + 
2V

R
. Возможная область изменения парамет-

ра R интервал (0; ∞).  

Найдём производную: 
dS

dR
= 4πR−

2
2

V

R
. Приравнивая её нулю, получаем 

R = 
V

2
3

π
. Заметим что: 

dS

dR
 < 0 при R < 

V

2
3

π
, 

dS

dR
 > 0 при R > 

V

2
3

π
. Посколь-

ку при переходе через данную критическую точку производная меняет знак с 

минуса на плюс, то эта точка является точкой минимума. Поскольку на интер-

вале (0; ∞) данная точка является единственной точкой экстремума, то значение 

функции в этой точке будет наименьшим. Получаем, что цистерна имеет наи-

меньшую полную поверхность при R = 
V

2
3

π
, H = 

4
3

V

π
 = 2R. 

Задача 46.  На странице книги печатный текст (вместе с промежутками 

между строками) должен занимать 2216 см . Верхнее и нижнее поля должны 

быть по см3 , правое и левое – по см2 . Каковы должны быть размеры страни-

цы для того, чтобы её площадь была наименьшей? 

Решение.  Исследуемая величина, для которой нам предлагается оты-

скать наименьшее значение, есть площадь печатной страницы. Обозначим  ши-

рину печатного текста через x , а длину − через y . Площадь всей страницы 

можно найти по формуле: S = (x + 4)(y + 6), 

S = xy + 6x + 4y + 24. Таким образом, мы выразили функцию, для которой 

необходимо найти наименьшее значение, как функцию двух переменных. Ис-

пользуем данную в условии задачи площадь печатного текста 216=xy , тогда  

x
y

216
=  и выразим площадь страницы как функцию переменной x : 

( ) ( )
x

xxS
x

xxS
864

6240;24
216

46216 ++=+⋅++= . 

Из условия задачи вытекают естественные ограничения на значения пе-

ременной x : 0 < x < ∞. Таким образом, мы решаем задачу о нахождении наи-

меньшего значения функции на заданном интервале. Найдём критические точки 

функции, приравняв её производную нулю.  

( )( )
;

121268646864
6

22

2

2
x

xx

x

x

xdx

dS +−
=

−
=−=   0=

dx

dS
  при 12±=x . 

 

В соответствии с ограничениями, наложенными на x, рассматриваем кри-

тическую точку  x = 12, принадлежащую заданному интервалу. Определим, с 

помощью достаточного условия экстремума, будет ли найденная точка точкой 

локального максимума функции. Для этого проверим знак производной в окре-

стности точки x = 12.  

При x < 12 имеем 
dS

dx
 < 0, при x > 12 имеем 

dS

dx
 > 0. Данная точка являет-

ся точкой минимума. Поскольку эта точка является единственной критической 

точкой интервале, то значение в этой точке будет наименьшим. 
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Таким образом, площадь печатной страницы будет наименьшей, если её 

длина равна см18 , а ширина см12 . 

Далее рассмотрим  полную схему исследования функции и построения её 

графика. Основные требования  мы приведём на примере решения конкретной 

задачи. 

Задача 47. Методами дифференциального исчисления провести полное 

исследование функции и построить её график: 
2

3

1 x

x
y

−
= . 

Эту задачу мы рассмотрим более подробно. Непосредственно в ходе ре-

шения мы будем приводить некоторые моменты теории. Схему построения гра-

фика мы покажем по шагам, предполагая, что в начале график строится на чер-

новике, то есть схематично. 

Полное исследование включает следующие моменты. 

1.  Область определения функции (ОДЗ). 

Исследуемая функция y
x

x
=

−

3

21
 определена на всей числовой оси за исключе-

нием тех точек, где знаменатель обращается в ноль. 

Найдём эти точки: 1 02− =x ; x = ±1. 

Следовательно, ОДЗ данной функции является вся числовая ось за ис-

ключением точек x = ±1. 

2.  Чётность, нечётность функции. 

Напомним, что: функция называется чётной, если y(−x) = y(x); функция называ-

ется нечётной, если y(−x) =  −y(x). Напомним, что чётная функция симметрична 

относительно оси Y, нечётная симметрична относительно начала координат. Ес-

ли функция не является ни чётной, ни нечётной, то говорят, что данная функция 

является функцией общего вида.  

Для исследуемой функции имеем: y x
x

x
( ) =

−

3

21
;  

y x
x

x

x

x
y x( )

( )

( )
( )− =

−

− −
= −

−
= −

3

2

3

21 1
.  

Следовательно, исследуемая функция является нечётной. 

3.  Нули, точки разрыва, точки пересечения графика с осями координат. 

Для определения нулей функции решаем уравнение y(x) = 0. 

Имеем: 
x

x

3

21
0

−
= ; x = 0. Следовательно, исследуемая функция обраща-

ется в ноль в единственной точке x = 0. 

Элементарная функция имеет точки разрыва только в тех точках, где она 

не определена. Следовательно, исследуемая функция имеет две точки разрыва 

x = −1, x = 1. 

График функции пересекается с осью Х в тех точках, где она равна нулю. 

Эти точки уже найдены. 

Определим точку пересечения с осью Y. Имеем y(0) = 0. 

Отметим, что в данной задаче точка пересечения с осью Х и точка пере-

сечения с осью Y совпали, то есть график функции проходит через начало коор-

динат. 

4.  Интервалы знакопостоянства функции.  
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Для определения интервалов знакопостоянства функции напомним сле-

дующий факт.  

Функция может изменить свой знак лишь при переходе через такие точ-

ки, в которых она равна нулю или имеет точку разрыва. 

Исследуемая функция равна нулю при х = 0. Имеет точки разрыва при 

х = −1 и х = 1. Эти точки разбивают числовую ось на интервалы: (−∞; −1); 

(−1; 0); (0; 1); (1; ∞). На каждом из интервалов функция сохраняет постоянный 

знак. Чтобы определить знак функции на любом интервале, достаточно её вы-

числить в любой точке интервала. Например, определим знак на интервале 

(0; 1). Возьмём точку x =
1

2
, лежащую на этом интервале. Вычислим 

y
1

2

1

2

1
1

2

1

6

3

2






 =








−







=   > 0. Следовательно, исследуемая функция положительна 

на интервале (0; 1). Аналогично исследуются знаки функции на остальных ин-

тервалах. Результаты удобно свести в таблицу. 

x (интервал 

изменения) 
(−∞; −1) (−1; 0) (0; 1) (1;  ∞) 

y (знак функ-

ции) 
+ − + − 

 

5.  Асимптоты графика функции. 

5а. Вертикальные асимптоты.  

Напомним, что прямая x = а является вертикальной асимптотой графика 

функции y = y(х), если хотя бы один из пределов lim ( )
x a

y x
→ +0

 или lim ( )
x a

y x
→ −0

 равен 

бесконечности. Вертикальные асимптоты могут быть только в точках разрыва 

функции.  

В исследуемой функции имеются две точки разрыва. При стремлении к 

этим точкам знаменатель дроби стремится к нулю, а числитель к ненулевой ко-

нечной величине. Следовательно, выражение будет стремиться к бесконечно-

сти. Знак бесконечности можно определить из таблицы интервалов знакопосто-

янства функции. Например, в окрестности точки x = −1 (x < −1) функция поло-

жительна. Следовательно 

lim ( )
x

y x
→− −1 0

 = lim
x

x

x→− − −
= +∞

1 0

3

21
. 

Аналогично: 

 lim ( )
x

y x
→− +1 0

 = lim
x

x

x→− + −
= −∞

1 0

3

21
; 

lim ( )
x

y x
→ −1 0

 = lim
x

x

x→ − −
= +∞

1 0

3

21
; 

lim ( )
x

y x
→ +1 0

 = lim
x

x

x→ + −
= −∞

1 0

3

21
. 

5б. Наклонные асимптоты.  
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Напомним, что прямая y = kx + b является наклонной асимптотой графи-

ка функции y = y(x) при x→ + ∞, если ( )lim ( )
x

y x kx b
→+∞

− − = 0 . 

Достаточные условия существования асимптот и формулы для нахожде-

ния параметров k и b имеют вид. 

k
y

xx
=

→+∞
lim ; b y kx

x
= −

→+∞
lim ( ) . 

Если хотя бы один из этих пределов не существует или равен бесконеч-

ности, то функция не имеет асимптот при x → + ∞. Аналогично определяется 

асимптота при x → −∞. 

В исследуемой задаче асимптоты при x→−∞ и при x → + ∞ одинаковы. 

Поэтому мы будем рассматривать предел при x →∞. 

 

k
y

x

x

x

x

x

x

x

x x x x
= =

−











−
=

−

= −
→∞ →∞ →∞ →∞

lim lim lim lim

3

2 2

2

2

1

1

1

1
1

1. 

b y kx
x

x
x

x x x

x

x

x

x x x x
= − =

−
+









 =

+ −

−









 =

−

=
→∞ →∞ →∞ →∞

lim( ) lim lim lim

3

2

3 3

2

2

1 1

1

1
1

0. 

Уравнение наклонной асимптоты 

имеет вид y = −x. 

С этого момента на черновике 

можно начинать строить схему графика. 

Нанесём точки пересечения с осями ко-

ординат, асимптоты и поведение функ-

ций около асимптот. 

 

6.  Интервалы возрастания, убы-

вания функции. Точки экстремума. 

 

Напомним достаточные условия возрастания (убывания) на отрезке. 

Если производная функции положительна (отрицательна) во всех точках 

отрезка, то функция возрастает (убывает) на этом отрезке. 

Необходимые и достаточные условия экстремума были сформулированы 

ранее. 

6а. Найдём производную функции. 

( ) ( )
′ =

−











′

=
− − −

−
=

−

−
y x

x

x

x x x x

x

x x

x
( )

( ) ( )3

2

2 2 3

2 2

2 4

2 21

3 1 2

1

3

1
. 

6б. Определим интервалы знакопостоянства производной. Интервалы 

возрастания и убывания функции.  

Интервалы знакопостоянства производной определяются по той же схе-

ме, что и ранее определялись интервалы знакопостоянства функции. 

Производная имеет точки разрыва при x = −1, x = 1. 
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Производная равна нулю: 3 02 4x x− = ; x x2 23 0( )− = ; x = 0, x = − 3 , 

x = 3 . ( ; )− −3 1  

Точки x = −1, x = 1, x = 0, x = − 3 , x = 3 разбивают числовую ось на 6 

интервалов. Как и ранее определяем знак производной на каждом интервале. На 

основании знака производной делаем вывод о характере поведения функции на 

интервале (возрастание или убывание). Результаты удобно свести в таблицу. В 

таблице  

знак           указывает на возрастание функции, знак     на убывание. 

 

x ( ; )−∞ − 3  ( ; )− −3 1  (−1; 0) (0; 1)  (1; 3 ) ( 3 ; ∞) 

y′     −       +        +       +       +       − 

y 

 

      

 

6в. Точки экстремума функции. Точками экстремума могут быть только 

те точки, в которых производная или равна нулю или не существует.  

 У исследуемой функции таких точек пять: x = −1, x = 1, x = 0, x = − 3 , 

x = 3 . В точках x = −1, x = 1 функция не определена, а значит, они не могут 

быть точками экстремума. 

 При переходе через точку  x = 0 знак производной не изменяется, а зна-

чит, она не является точкой экстремума. 

 При переходе через точку x = − 3  производная меняет свой знак с ми-

нуса на плюс и, следовательно, точка 

x = − 3  является точкой минимума. 

При переходе через точку x = 3  произ-

водная меняет свой знак с плюса на ми-

нус  и, следовательно, точка x = 3  яв-

ляется точкой максимума. 

 Вычислим значения функции в 

точках экстремума: 

точка x = − 3  является точкой мини-

мума, y( )− =3
3 3

2
. 

точка x = 3  является точкой макси-

мума, y( )3
3 3

2
= − . 

С учётом проведённого исследования уже может быть построен схема-

тичный график.  

7.  Выпуклость, вогнутость, точки перегиба графика функции. 

Напомним некоторые понятия. Функция называется выпуклой (вогнутой) 

на некотором отрезке, если её график лежит ниже (выше) касательной, прове-

дённой в любой точке этого отрезка. 

 Сформулируем достаточные условия. Если вторая производная функции 

отрицательна (положительна) на отрезке, то данная функция является выпуклой 

(вогнутой) на этом отрезке. 
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 Точкой перегиба называется такая точка, в которой существует касатель-

ная, и в окрестности которой график функции лежит по разные стороны каса-

тельной. 

 Достаточные условия точки перегиба формулируются следующим обра-

зом. Если в некоторой точке определена первая производная и при переходе че-

рез эту точку вторая производная меняет свой знак, то такая точка является точ-

кой перегиба. 

 7а. Находим вторую производную.  

( )
′′ =

−

−













′

y x
x x

x
( )

3

1

2 4

2 2  = 
( )( ) ( ) ( )

( )
6 4 1 3 2 1 2

1

3 2 2 2 4 2

2 4

x x x x x x x

x

− − − − − −

−

( )
 = 

 = 
( )

2
3

1

2

2 3x
x

x

+

−
. 

 7б. Находим нули и точки разрыва второй производной, интервалы зна-

копостоянства второй производной. Определяем интервалы выпуклости и во-

гнутости функции. 

 Вторая производная равна нулю только в одной точке: x = 0. 

Вторая производная имеет точку разрыва в точках: x = −1, x = 1. 

 Как и в предыдущем  случае определяем интервалы знакопостоянства, и 

на основании знака второй производной делаем вывод о выпуклости или вогну-

тости функции. Результаты удобно свести в таблицу. В таблице выпуклость 

функции будем обозначать символическим знаком  ∩ , вогнутость знаком ∪ . 

 

x (−∞; −1) (−1; 0) (0; 1) (1;  +  ∞) 

у′′ + − + − 

у ∪ ∩ ∪ ∩ 

 

 7в. Точки перегиба. 

Вторая производная меняет знак в точках: x = −1;  x = 0;  x = 1. 

Однако в точках x = −1 и x = 1 функция не определена. Поэтому точкой переги-

ба является единственная точка x = 0. Значение функции в этой точке y(0) = 0. 

С учётом исследования на выпуклость и вогнутость подправляем полу-

ченный ранее график плавной кривой. Таким образом, получаем окончательный 

вид графика функции.  
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Задача 48. Методами дифференциального исчисления провести полное 

исследование функции и построить её график: y
x

x
=

ln
. 

1. Область определения функции (ОДЗ). 

Функция y
x

x
=

ln
 определена при x > 0. 

2.   Чётность, нечётность функции. 

Поскольку функция не определена при x ≤ 0, то данная функция является 

функцией общего вида. 

3.   Нули, точки разрыва, точки пересечения графика с осями координат. 

Нули функции. Решаем уравнение y(x) = 0. 

Имеем: 
ln x

x
 = 0;  x = 1. Следовательно, исследуемая функция обращается в ноль 

в единственной точке x = 1. 

Данная функция непрерывна на всей области допустимых значений. 

Точка пересечения с осью Х, точка x = 1. 

Поскольку функция не определена при x = 0, то её график не пересекает-

ся с осью Y. 

4.  Интервалы знакопостоянства функции.  
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В области допустимых значений знак функции может меняться в единст-

венной точке x = 1. Точка x = 1 разбивает область допустимых значений на два 

интервала (0; 1) и (1;  ∞). Определяем значения функции на каждом интервале и 

результаты сводим в таблицу. 

             x           (0; 1)              (1; + ∞) 

             y               −                  +  

 

5.  Асимптоты графика функции. 

5а. Вертикальные асимптоты.  

В области допустимых значений функция непрерывна. Поэтому асим-

птоты могут быть только на границе области допустимых значений.  

 lim
ln

x

x

x→ +
= −∞

0 0
. 

5б. Наклонные асимптоты.  

k
y

x

x

xx x
= =

→+∞ →+∞
lim lim

ln
2 . Данный предел является пределом вида 

∞

∞
. При-

меняем правило Лопиталя. k
x

x

x

xx x
= = =

→+∞ →+∞
lim

ln
lim2

1

2
0 .Поскольку k = 0, то : 

b
x

x

x

x x
= =








=
→+∞ →+∞
lim

ln
lim

1

1
0 . (При вычислении предела использовано пра-

вило Лопиталя.) 

Таким образом уравнение асимптоты при x → +∞  имеет вид   y = 0. 

6. Интервалы возрастания, убывания функции. Точки экстремума. 

Находим производную:  

′ =








′

=
−

y
x

x

x
x x

x

ln
ln

1

2  = 
1

2

− ln x

x
. 

В области допустимых значений производная не имеет точек разрыва. 

Нули производной находим, решая уравнение 
1

2

− ln x

x
 = 0; ln x = 1; x e= . 

Точка x e=  разбивает область допустимых значений на два интервала 

( ; )0 e и ( ; )e +∞ . Определяем знаки производной на каждом интервале и по зна-

кам производной определяем интервалы возрастания и убывания функции. Ре-

зультаты сводим в таблицу. 

x (0; e ) ( e ; + ∞) 

y′ + − 

y 

 

                  

 

В точке x e=  производная меняет знак с плюса на минус. Значит, точка 

x e=  является точкой максимума функции. Вычислим значение функции в этой 

точке. Имеем y e
e

( ) =
1

. 



36 

7. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба графика функции. 

Находим вторую производную  

 ′′ =
−








′

=

−






 − −

=
−

y
x

x

x
x x x

x

x

x

1

1
1 2

2 3
2

2

4 3

ln
( ln )

ln
. 

В области допустимых значений вторая производная точек разрыва не 

имеет. Для определения точек, в которых она равна нулю, решаем уравнение 

2 3
3

ln x

x

−
 = 0;  2 3ln x = ; x e=

3

2 ; x e e= . 

Определяем интервалы знакопостоянства второй производной и интер-

валы выпуклости и вогнутости функции. Результаты сводим в таблицу. 

 

x (0; e e ) ( e e ; + ∞) 

y′′ − + 

y 

 
∩ ∪ 

 

Вторая производная меняет знак в точке  x = e e  ,следовательно, эта 

точка является точкой перегиба. Вычислим значение функции в этой точке. 

Имеем y e e
e

( ) =
3

2
.  

На основании проведённого исследования строим график функции.  

 

 Задача 49. ( ) 232

x

exy
−

⋅+=  

1. Область определения данной функции – вся числовая ось.  

2.  Чётность, нечётность функции. 

Имеем y x x e

x

( ) ( )− = − +2 3 2 . Данная функция не является ни чётной, ни 

нечётной. 

3. Нули, точки разрыва, точки пересечения графика с осями координат.  

Поскольку данная функция элементарная и определена на всей числовой 

оси, то она непрерывна на всей числовой оси. 
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Для определения нулей функции решаем уравнение ( )2 3 02x e

x

+ =
−

; 

2x + 3 = 0; x = −
3

2
.  

4. Интервалы знакопостоянства функции. 

Функция может изменить знак только в одной точке x = −
3

2
. Определим 

интервалы знакопостоянства функции. 

 

x 
− ∞ −






;

3

2
 − +∞









3

2
;  

y − + 

 

 

( ) 032 2 >⋅+=
−

x

exy  при    ( ) ,032 >+x     
2

3
−>x . 

0<y   при 
2

3
−<x . 

Найдём точки пересечения с осями: 

y = 3 при  x = 0, следовательно ( )3,0 − точка пересечения с осью OY . 

0=y   при  
2

3
−=x , следовательно 








− 0,

2

3
− точка пересечения с осью .OX  

5.  Асимптоты графика функции. 

5а. Вертикальные асимптоты.  

Поскольку функция непрерывна на всей числовой оси, то вертикальных 

асимптот нет. 

5б. Наклонные асимптоты. 

Учитывая разное поведение функции xey =  при +∞→x и при −∞→x , 

будем искать асимптоты по отдельности для +∞→x  и −∞→x . 

( ) ( ) ( )
0

1
2

1
lim

3
2limlim

32
lim

32
limlim

2

2
2

=
∞+

⋅=⋅







+=⋅

+
=

+
==

+∞→+∞→

−

+∞→+∞→

−

+∞→+∞→ xxx

x

xx

x

xx

e
x

e
x

x

x

ex

x

xy
k

. 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0

2

2

1

2
lim

32
lim

32
lim032limlim

2
2

2

2 =
∞+

==
′












′
+

=
+

=









−+=−=

+∞→+∞→+∞→

−

+∞→+∞→ xxxxxx

x

xx

e
e

x

e

x
exkxxyb

. 

Отметим, что во втором пределе присутствует неопределённость вида 

∞⋅0 , которую мы обратили в неопределённость вида 
∞

∞
. Далее предел вычис-

ляется по правилу Лопиталя, в соответствии с которым предел отношения при 

наличии неопределённости равен отношению производных числителя и знаме-

нателя. Итак, при +∞→x  график исследуемой функции имеет горизонтальную 

асимптоту, совпадающую с осью OX :  y = 0. 

Выясним, существует  ли наклонная асимптота при  −∞→x . 
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k
x e

x

x

x
e

x

x

x x

x

=
+

=
+

= +∞ = +∞
→−∞

−

→−∞ →−∞

−

lim
( )

lim
( )

lim ( )
2 3 2 3

2
2

2  

 

Поскольку коэффициент k не имеет конечного значения, делаем вывод о 

том, что график не имеет наклонной асимптоты при −∞→x . 

6. Интервалы возрастания, убывания функции. Точки экстремума. 

Находим производную:  

( ) ( ) ( ) ( ) 







−−⋅=+−=

′











⋅++⋅

′
+=

′











⋅+=

−−−−−−

2

3
232

2

1
2323232 222222 xeexeexexex

dx

dy
xxxxxx

 









−⋅=

−

xe
dx

dy
x

2

1
2 ,  0=

dx

dy
 при 

2

1
=x .  

Точек разрыва производная не имеет. Определяем интервалы знакопо-

стоянства первой производной и интервалы возрастания и убывания функции. 

Производная может изменить знак в единственной точке 
2

1
=x . Составляем 

таблицу. 

x 
− ∞






;

1

2
 

1

2
;+∞







  

y′ + − 

y                  

 

                 

 

Производная в точке 
2

1
=x меняет знак с плюса на минус. Следовательно 

точка 
2

1
=x является точкой максимума функции. Вычислим значение функции 

в этой точке. y
e

1

2

4
4






 = . 

 

7.  Выпуклость, вогнутость, точки перегиба графика функции. 

Находим вторую производную  

 

.
2

5

2

1

4

5

2

1
1

2

1

4

1

2

1

2

1

2
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2
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2
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22222
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


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
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




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′









−⋅+








−⋅

′











=

′



















−⋅=

−−−

−−−−−

xexexe

exexexexe
dx

yd

xxx

xxxxx

 

 

В области допустимых значений вторая производная точек разрыва не 

имеет. Вторая производная равна нулю при x = 
5

2
. 

 

Определяем интервалы знакопостоянства второй производной и интер-

валы выпуклости и вогнутости функции.  



39 

Результаты сводим в таблицу. 

x 
− ∞






;

5

2
 

5

2
;+∞







  

y′′ − + 

y ∩ ∪ 

Вторая производная меняет знак в точке x = 
5

2
, следовательно эта точка 

является точкой перегиба. Вычислим значение функции в этой точке. Имеем 

y
e

5

2

8

54






 = . 

На основании проведённого исследования строим график функции. 

 
 

Правило Лопиталя 

Кроме способов, рассмотренных выше, весьма эффективным спосо-

бом вычисления пределов является правило Лопиталя, которое использует 

понятие производной. 

Сформулируем правило Лопиталя: 

Предел отношения двух бесконечно малых  или бесконечно больших 

величин равен пределу отношения их производных (если последний предел 

существует): 
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( )
( )

( )
( )xg

xf

xg

xf

axax ′

′
=

→→
limlim . 

Правило Лопиталя можно применять в случае наличия неопределён-

ности 
0

0
и

∞

∞
. 

Подчеркнём, что правило Лопиталя можно применять только к отно-

шению двух функций и только при наличии неопределённости.  

Рассмотрим примеры. 

 Задача 49.  
( )
( ) 0

0

123

483
lim

1612

44
lim

0

0

1612

44
lim

2

2

23

23

23

23

2
=

−

+−
=

′
+−

′
+−

==
+−

+−
→→→ x

xx

xx

xxx

xx

xxx
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( )
( ) 3

1

26

826

6

86
lim

123

483
lim

22

2

2
=

⋅

−⋅
=

−
=

′
−

′
+−

=
→→ x

x

x

xx

xx
 

Рассмотренный пример иллюстрирует тот факт, что правило Лопита-

ля допустимо применять несколько раз, если отношение производных также 

представляет собой неопределённость вида 
0

0
или 

∞

∞
.  

Задача 50
( )

0
1

0

0cos

0sin

1

cos

sin

lim
cosln

lim
0

0cosln
lim

000
==

−
=

−

=
′

′
==

→→→

x

x

x

x

x

x

xxx
. 

Приведённые выше пределы могут быть вычислены не только по 

правилу Лопиталя, но и путём элементарных преобразований. Рассмотрим 

примеры, решение которых существенно упрощается с использованием пра-

вила Лопиталя. 

Задача 51. 
( )
( )

( )
∞==

′

′

=
∞

∞
==

′

′

=
∞

∞
=

∞→∞←∞→∞→∞→ 1

2
limlim

2

2
limlimlim

222

2

2

2

2 x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

e

x

e

x

e

x

e

x

e
. 

Задача 52 
( ) ( )( )

0
1

1
lim

1

1

1

lim
1ln

lim
1ln

lim =
+

=+=
′

′
+

=
∞

∞
=

+
∞→∞→∞→∞→ x

x

x

x

x

x

xxxx
. 

 

Задача 53  

( )

( )
1

15

51
lim

5cossin5

5sincos
lim

5sin

5cos5
sin

cos

lim
5sinln

sinln
lim

5sinln

sinln
lim

0000000000
=

⋅⋅

⋅
=

⋅

⋅
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′

′
=

∞

∞
=

+→+→+→+→+→ x

x

xx

xx

x

x
x

x

x

x

x

x

xxxxx

С помощью правила Лопиталя можно раскрывать неопределённости вида 

∞⋅0 и ∞−∞ , предварительно записав её как частное 
0

0
или 

∞

∞
: 

Задача 54. 

  0lim3

3

1

1

lim
1

ln
lim0lnlim 3

00

3 4

00

3

00

3

00
=−=

−

=
∞

∞
==∞⋅=⋅

+→+→+→+→
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x

x

x

x
xx
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. 
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Задача 55. 

( )
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+

−
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−
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






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0
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0

sincos2

sin
lim

cossin

cos1
lim

00
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−
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′
+

′
−

=
→→ xxx

x

xxx

x

xx
 

В некоторых примерах применение правила Лопиталя бессмысленно, так 

как предел отношения производных или не существует, или взятие производной 

не меняет принципиально функцию. В этих случаях предел можно попытаться 

вычислить с помощью элементарных преобразований: 

Задача 56. 

( )

( ) x

x

xx

xx

xx

xx

xxx cos1

cos1
lim

sin

sin
lim

sin

sin
lim

+

−
=

′
+

′
−

=
∞

∞
=

+

−
∞→∞→∞→

  − предел отношения про-

изводных не существует, поскольку x
x

coslim
∞→

 не существует. Тем не менее, ис-

ходный  предел существует и вычисляется,  если в числителе и знаменателе 

дроби вынести за скобки множитель  x : 

1
01

01

sin
lim1

sin
lim1

sin
1

sin
1

lim
sin

sin
lim =

+

−
=

+

−
=









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







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=
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∞→∞→

x

x
x

x

x
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x

x
x
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x

x
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. 

При вычислении предела 







⋅=

∞→∞→
x

xx

x

xx
sin

1
lim

sin
lim используется теорема о 

том, что произведение бесконечно малой  величины 








x

1
 на ограниченную 

( )xsin  есть величина бесконечно малая. 

  

Правило Лопиталя используется также при раскрытии неопределённо-

стей вида  
00 ,0,1 ∞∞ . При этом предварительно необходимо применить основное 

логарифмическое тождество: x
ex

ln= , а затем неопределённость ∞⋅0 привести к 

виду  

0

0
или 

∞

∞
: 

Задача 57. 
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Тогда по правилу Лопиталя:  
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Рассмотрим пример, в котором возникает неопределённость  ∞1 . 
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Задача 58. 
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По правилу Лопиталя далее получим: 
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И, наконец, рассмотрим пример, где встречается неопределённость 0∞ .  

Задача 59. 
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Приближённые вычисления с помощью формулы Тейлора 

Сформулируем  теорему Тейлора: 

Функция ( )xy , дифференцируемая 1+n  раз в некотором интервале, со-

держащем точку  a , может быть представлена  в виде суммы многочлена  n − 

ой степени и остаточного члена nR : 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) n

n
n

Rax
n

ay
ax

ay
ax

ay
ax

ay
ayxy +−⋅++−⋅

′′′
+−⋅
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+−⋅
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+=

!!3!2!1

32
K

где 
( ) ( )

( )
( ) 1

1

!1

+
+

−⋅
+

=
n

n

n ax
n

cy
R , где c − некоторое  число между a и x. 

Эта формула позволяет приближённо представить (аппроксимировать) 

произвольную функцию ( )xy  в виде многочлена и одновременно позволяет оце-

нить погрешность nR , которая во многих случаях может быть сделана как угод-

но малой.  

Частный, простейший случай формулы Тейлора при 0=a называется 

формулой Маклорена: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n
n
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y
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y
yxy +⋅++⋅
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0
0 32

K , где  
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1
1
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+
+

⋅
+

= n
n

n x
n

xy
R

θ
. 

Запишем  вид формулы Маклорена  для функций  xxe x cos,sin,  

!!3!2!1
1

32

n

xxxx
e

n
x +++++≈ K  

sin
! !

........ ( )
( )!

x x
x x x x

m

m

m

≈ − + − + + −
−

+

−3 5 7
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2 1

3 5 7!
1

2 1
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)!2(
)1(........

!6!4!2
1cos

2642

m

xxxx
x

m
m−++−+−≈  

 

Отметим, что в формулах для xx cos,sin  значение x − радианная мера 

угла.  

Приведём примеры вычисления приближённого значения приведённых 

функций с помощью формулы Тейлора. 

 

Задача 60. Вычислить 05cos  с точностью 610− . 

Решение. Выразим значение угла x  в радианах: 

36
5
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ππ
=⋅=x  
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π π π π π
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2 36 4 36 6 36
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2 36
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2≈ −
⋅

+ − + + − m

m

mm
 

 

Оценим, сколько слагаемых необходимо взять для достижения заданной 

точности.  

Погрешность данной приближённой формулы равна  

R
x

m
x mm

m

2 2

2 2

2 2
2 2

2+

+

=
+

+ +





( )!
cos ( )θ

π
, где 10 << θ . Избавимся от неизвестной 

θ , используя неравенство 1cos ≤α , и для погрешности получим неравенство: 

R
x
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m

2 2

2 2

2 2+

+

≤
+( )!

. 

Чтобы определить, сколько слагаемых необходимо оставить, оценим 

значения остаточных членов: 

004,0
36!2!2 2

22

2 <
⋅
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πx
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000003,0
36!4!4 4

44

4 <
⋅
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x
R  

00000003,0
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66
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⋅
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πx

R  

Величина 6

6 10−<R , поэтому для достижения заданной точности доста-

точно взять три первых слагаемых, предшествующих 6R : 
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36!436!2

1
36

cos5cos
4

4

2

2
0 ≈+−≈

⋅

π
+

⋅

π
−≈

π
=  

Ответ: 96195,05cos 0 ≈ . 

 

Задача 61.  Вычислить 
e

1
 с точностью 410− . 

Решение. 2

1
1 −

= e
e

,  

( ) ( ) ( ) ( )
n

n

n
e

2!

1
...

2!3

1

2!2

1

2!1

1
1

3

3

2

2

2

1
−

++
−

+
−

+
−

+≈
−
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K+
⋅

−
⋅

+
⋅

−
⋅

+
⋅

−≈
−

5432
2

1

2!5

1

2!4

1

2!3

1

2!2

1

2!1

1
1e  

 

где x
n

n e
n

x
R

θ
+

+
=

)!1(

1

, 10 <θ< . 

При 
2

1
−=x  имеем  

)!1(2

2

)!1( 1

1

+
≤

+
=

+

θ

+

n
e

n

x
R

n

x

n

n , так как 12

1

<
θ−

e . 

Проверим, сколько слагаемых необходимо рассмотреть для достижения 

заданной точности. 

003,0
2!4

1

!4 4

4

4 <
⋅

=≤
x

R  

0003,0
2!5

1

!5 5

5

5 <
⋅

=≤
x

R  

00003,0
2!6

1

!6 6

6

6 <
⋅

=≤
x

R  

Величина 4

6 10−<R , поэтому для обеспечения требуемой точности возь-

мём первые пять членов разложения. 

 

Ответ: 60651,02

1

≈
−

e . 

60651,000026,000260,002083,012500,050000,01
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